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1 . 

Je me propose de parcourir et de déraontrer dans eet écrit les prin- 
cipales propositions qui servent de base k la théorie des nombres, 
Qnoique les géomètres en aient déjit donné des démonstrations plus on 
moins ingénieuses, je ne crois pas imitile d’en présenter encore de 
nouvelles, qui me paraissent a la fois plus simples et plus directes , 011 
qui, étant tirées d’un nouvel ordre de considérations , sont propres a 
mettre la doctrine dans un nouveau jour [*]. 

* 

[*] Javais jeté sur Ie papier ces réflexions et ces démonstrations relatives ik la théorie 
«les nombres, dans la senle intention d’éclaircir, pour quelques personnes, les premiers 
principes de cel te importante théorie. On ma |>ersuadc qu'il pnnvaitétre utile de les 
publier; mais je prie lc lecteur de les recevoiravec indulgencc, paree que je les donne 
ici telles qu'elks se sont présentées dans lc cours de cette espére de ennversation malhé- 
niatique. 
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Ces démonstralions pourraient entrer facilement dans nos ouvrages 
élémcntaires, et par la contribner, bien plus qu’on ne riniagine, aux 
véritables progrès de la science. Car si la théorie des nombres est en- 
core pen avanrée, inalgré les efibrts des plus grands géométres, ce n’est 
point uniqyement a la difficulté proprede la matièrequ’on doit attribuer 
la lenteur de ces progrès : elle tient peut-étre encore plus a cette espece 
d’isolenjent et d'abandbn o A 1’on a laissé jusqu'ici cette pren>iere partie 
de nos études mathéuiatiques. 11 faut observer que la théorie des 
nombres est tout a fait négligée dans nos Éléments, et que 1’esprit ne 
s’y exerrant pas d’assez bonne heure, n’est peut-étre plus capable de 
s’en rendre ensuite les princij>es assez familiers. I^es Anciens y donnaient 
plus de soin dans leurs ouvrages; on dirait qu'ils en avaient mienx 
senti 1'importance, et leurs livres, it eet égard, ont encore de 1’avan- 
tage sur les nótres. Mais depuis longteinps il semble que Ips auteurs 
aient regardéla théorie des nombres comine unespéculation singuliere, 
qui ne se lie » rien ni dans l’Analyse ui dans la Géométrie, et qui n’offre 
ainsi a l’esprit que des vérités plus curieuses qu’utiles. A peine en trouve- 
t-on quelques tracés dans les Traités ordinaires d’Arithmétique et d’Al- 
gébre. Et cependant, potir peu qu’on y veuille réfléchir, il estaisé de 
voir que cette arithinétique transcendante est comine le principe et 
la source de l’algèbre proprement dite. C’est une vérité qu’on pour- 
rait établir par le raisonnement, comme je le montrerai tout a 1’heure, 
mais qu’on peut aussi prouver en quelque sorte par 1’expérience. Car, 
observez que ce peu qu’on ajoute de. temps a autre a 1’algèbre^ient 
du peu qu’on découvre par intervalles dans la Science des propriétés 
des nombres. On en a surtout tin bel exemple dans eet heureux rap- 
prochement qui a fait connaitre a M. Ganss la résolution algébrique 
des équations binömes de tous les degrés, et la nattire des nombres 
premiers par lesquels on peut diviser régulierement le cercle au moyen 
de la regie et du compas C’est un pas inattendu et bien remarquable, 
que la théorie des nombres a fait faire a la fois a l’algèbre“et a la géo- 
niétrie. L’algèbre, a son tour, par ses signes, et la géométrie menie, 
par ses figures, peuvent s’appliquer aussi heureusement a la théorie 
des nombres, y faire éclore de nouvelles idéés e.t de nouveaux lliéo- 
rémes , indiquer de nouvelles routes dans la Science, et nous ap- 
prendre enfin quelque chose sur l’art encore inconnu de nous y con- 
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diiire. C’est ce que j’ai t&ché de montrer d'une rnanière assez frap- 
pante, dans un Mémoire étendu oir j’ai donné Ie premier essa i decette 
singuliere application , et ou 1’on a vu les imagihaires merries servir a 
la représentation analvtique de certains nombres dont la loi nous était 
entièrement inconnue (*}. 

Ces rapprochements et quelques autres semblables nrontrent assez 
la liaison de 1’algèbre et de la théorie des iiombres; mais, conime je 
l’ai dit plushaut, c’est cequ’on peul voir aussi, imlépendamiuent de 
ces exeniples, et pour ainsi dire a priori, en#’élevant & l’idée qu’on 
doit se faire de la Science niathéniatiqiie considérée de la rnanière la 
plus générale. Cette réflexion mérite d’étre développée. 

II. 

On définit ordinairement les matliéinatiqiies la science des yraru/eurs 
en général , ou la Science des <y uanliiés , c’cst-a-dire, au fond , la science 
des rnpports; c’est la définition la plus générale qu’on ait donnée jus- 
qu’ici du mot de nuithënuitiques. Mais, quoique cette définition pa- 
raisse embrasser la science tont entière, il me seinble qu’elle n’en 
donne encore une idéé ni assez profonde ui assez étendue. Les mathé- 
matiques ne sont pas sculernent la science desrapports, je veux dire 
que l’esprit n’y a pas uniquement en vno la prnpnrtion ou la mesure ; 
il peut encore considérer Ie nombreen lui-méine, Vordre et la siiuation 
des choses, sans aucune idéé de leurs rapports, ni des distances plus 
ou inoins grandes qui les séparent. Si 1’on parcourt les dilTérentes par- 
ties des mathématiques , on y trouve partout ces deux objets de nos 
spéculations. 

Ainsi 1’Arithmétique nous offre d’abord 1’arithrnétique ordinaire, 
qui n’est guere autre cbose que 1’art de la nüinération , et qui peut 
s’établir d’une infinité de manières, selon 1’échelle ou la base que l’on 
vent choisir. Mais les nombres, considérés en eux-inémes, out des pro- 
priétés qui nc dëpendent point du tout de la rnanière dont on les repré- 
sente, ou dont on opère actuellement sur eux. Ainsi il y a des nombres 

(*] Vovex le volume XtV et dernicr de la Classe dn Sciences mathématitjues de 
l’Jnstitut, et lc tome IV des Mémoires de l' Académie des Science* 
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qui ne peuvent étre divisé spar ancun autre, et qu’on uontnie pre- 
miers, ou simples, paree que tous leg autres s’en composeni par la ntul- 
tiplication; il v a les différentes puissances des nombres, qn’on pro- 
duit en les nudtipliant phisieurs fois par eux-mémes; et une foule 
d’autres formés par diverses lois, et par toutes les couibinaisons ré- 
guliere* de celles-la. Or tous ces nombres et leurs propriétés demeu- 
rent toiijours les nièines dans tous les systémes possibles de numéra- 
tion ; et de la résidte nu certain genre de spéculations et de vérités 
mathématiques, qui conjtituent cette aritlnnétique transcendante qu’on 
nouinic aujourd’bui la théorie des nombres. 

Si vous considérez 1’Algèbre , vous y voyez égaleinent deux parties 
tres-distinctes. Et d’abord, 1’algèbre ordinaire, qu’on peut tres-bien 
nonuner Y arithnse'titfuc universeUe. Cette algebre,en efFet, n’est autre 
chose qu’utie aritlnnétique généralisée, c’esl-a-dire étend ue des nom- 
bres particuliers a des nouibres quelconques, et, par conséquent, des 
opérations actuelles qu'on exécutait a des opérations qu’on ne fait plus 
qu’iiidiquer par des signes ; de inaniére que , dans cette première spé- 
culation de 1’esprit, on songe moins a obtenir lc résultat de ces opéra- 
tions successives qu*4 en tracer le tableau , et a découvrir ainsi des for- 
mules générales pour la solution de tous les problemesdu méine genre. 

Mais il y a une algèbre siq>érieure, qui repose tont entiére sur la théo- 
rie de 1'ordre et des combinaisons, qui s'occupe de la nature et de la 
eomposition des formules considérées en elles-mémes, commc depurs 
symboles, et sans aucune idéé de valeur ou de quantité. C’est a cette 
partie qn’on doit rapporter la théorie profoude des équations, celle 
des expressions imaginaire* , et tont 1’art des transformations algébri- 
ques; et c’est méine cette seule partie élevée de la Science qui mérite, a 
proprement parlcr, 1e nom d 'algèbre. 

Si 1’on passé inainteuant a la Géométrie, qu’on définit la Science de 
Yétendue Jigure’e, on y voit d’abord la géométrie ordinaire, qui étudie 
les propriétés des figures sous le seul point de vue des rapports de 
grandeur, et qui n’a ainsi d'autre objet que la proportion ou la mesure. 
Mais on digtingue ensuite une autre géométrie, qui ne regarde. pour 
ainsi dire, que les liéux dans l'espace, c’est-i-dire 1’ordre et la situa- 
tion des choses , sans aucune considération de leur grandeur ou de leur 
figure. C’est une Science encore neuve, que Leibnitz parait avoir le 
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premier entrevue, et qu’il a nominée la geometrie de situatiori. II en 
avait pris 1’idée dans la considération de quelques jeu'x reinarquables , 
dont la loi ne dépend que de la situation des diflerentes piéces qu’oii y 
einploie; mais ellc s’étend a beaucotip d’autres questions iniportantes, 
et c’cst a cette géométrie que j’ai cru devoir rapporter les poljrgones et 
les poljèdres éloilés, et pliisieurs problèmes d’ordreetde situation que 
j’ai proposés et résolus pour la première fois dans un Mémoire qui a 
été imprimé dans le Recueil de l’lnstilut et dans le Journal de ificote 
Polytechnique . 

La Mécanique elle-mème iious présenterait cgalement deux espèces 
de mécanique. Et d’abord celle qui calcule la quantité des monve- 
ments, les forces, les vitesses; eusuite celle qui n’a en vue que la dij- 
position des corps, leur jeu réciproque, la manière dont ils croisetit 
leurs routes, et cela saus avoir égard ni a la direction de ces lignes, ui 
au temps que les corps raettent a les décrire, ni aux forces qui sont 
nécessaires pour les mouvoir. Telles sont pliisieurs machines on nié- 
caniques ingénieuses , oii l’on ne considére ni la force ni la grandeur 
du mouvement, mais uniqueineiit la situation et le mouvement géo- 
métrique des différentes pieces qui les composent. Mais il est clair que 
cette espèce de mécaniqnë serait toutefoudée sur la géométrie de situa- 
tion , et se confondrait, pour ainsi dire, avec elle. 

Quoi qu’il en soit , vous voyez que les inathéroatiques notis ofTrent 
partout ces deux objets de spécidation : d’un c«")té, la grandeur ou la 
quantité, c’est-ë-dire Ia pro/iortion ou la mesure des grandeurs; de 
i’autre, le rvombre, I 'ordre et la situation des choses, saus aucune idéé 
de tnesure ou de quantité. De sorteque les matbématiques, considérées 
de la manière la plus générale, pourraient étre définies la Science 
qui a pour objet le nombre, V ordre et la mesure. 

Je mets la théorie des nombres en premier lieu , paree qu’elle est 
nécessairement la première qui doive s’oflrir dans la cbaine naturelle 
de nos idéés, et que la Science des rapports y a elle-mème ses premiers 
principes. Et, en effet, il n’est guère de problème inatliéinatique, quel- 
que simpte qu’il soit', qui ne présente pliisieurs choses a considérer, 
et qui n’ait ainsi de premières difficultés relatives au nombre de ces 
choses; de sorte que les premiers principes de la solution doivent étre 
nécessairement puisés dans Ia théorie des nombres. 



fi • RÉFLEXIONS 

Opendant eet te spéculation , que je mets la premiere dans la suite 
de «os idees, parait ne s’étre présentée que la seconde; et nième on a 
vu les diverses branches des mathéniatiques s’élevcr a une assez grande 
haiiteur, sans rien emprunter a la théorie des notnbres , qui est restée , 
pour ainsi dire, isolée, et cotimie sans usage dans 1’analyse et la geo- 
metrie. Mais i) y a Ui-dessus une remarque essentielleè faire. 

II faut observer que la plupart des questions traitées jiisqu’ici par les 
géornètres ont exigé , si j’ose Ie dire, encore plus d’adresse et de saga- 
cité que de force et de profondeur. N’ayant presque jamais en vue que 
la (jiumtité , ils ont pit la saisir, et mème la suivre jusque dans les af- 
fections des grandeurs qui varient par nuances insensibles. Dans les 
premiers problemes qui nous intéressent, il y a si peu d’éléments a 
eonsidérer, que les difticultés qui tienneut au nombre et a 1’ordre de 
ces éléments disparaissent pour ainsi dire d’elles-mètnes , et ne peiivent 
guere retarder la solution qu’on se propose d’obtenir. Maissitöt qu’on 
a voulu résoudre des questions tin pen tnoins simples, ces difficultés 
se sont fait sentir, et nous ont parit insurtnon tables. Dans ces sortesde 
recherches, on a a peine effleuré la matiere; et les Solutions particu- 
lieres, qu'on avait obtenues dans quelques cas simples, n’étant pas 
tirées des principes généraux , n’ont pu dunner aucune lumiere sur les 
questions du mème genre. C’est ce qu’on peut voir et ren d re sensible 
par plusieurs exemples, et, entre aulres, par eet exemple remar- 
qualde que j'ai cité plus haut. Ainsi les Anciens ont trouvé qu’on pou- 
i ait eonstruire, par la régie et le compas, Ie cöté du triangle équilatéral, 
et menie le cöté du pentagone régulier, inscrits a un eerde donné; et, 
quoiqu’Us aient trouvé dans ces deux cas des construClions exactes, 
ils n’ont rien vu au delè, et ils ont mème cru qu’on ne pouvait aller plus 
Inin. lis ont pu résoudre le probleme pour ces deux notnbres premiers 
3 et 5, paree que la difficulté qui vient des nombres est ici presque 
mille, et n’est pas mème aper^ue. Mais il n'en est pas de menie pour 
les nombres premierssupérieurs, et ils ont été arrétés tont a coup 
dans leur recherche, paree que les vrais principes de la solution, qui 
ne peuvent étre pris que dans la théorie des nombres , leur ont entière- 
inent échappé. Et, erreffet, s’ils avaient eu ces principes, ils auraient 
vu que la possibiiité de diviser géométriquement le cercle en 3 ou 
5 parties égales tient essentieilement a tme propriété qui est commune 
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A ces deux nontbres premiers, et qui consiste en ce que chactin tl’eiix, 
étant dimiuué de 1’unité, fait une puissance exacte de a; et de la iis 
auraient conclu que Ia solution est également possible pour les autres 
nontbres premiers, tels que 17, 357, etc., quijouissent aussi de la 
inêtne propriété; mais c'est Ce que leur solution , trouvée dans le cas 
de 3 et 5, ne leur avait pas mème iait soupconner, paree que ce n’était, 
pour ainsi dire, qu’une solution de fait, et qui ne venait pas de cette 
propriété des nombres, qui seide la fait réussir. 

II résulte donc de ces réflexions que la théorie des nombres, qui, 
au premier coup d’oeil, ne parait qu’une spéculation singulière en 
inathématiques, s’y présente au contraire d une maniére naturelle, et 
qu’elle fonne méine ia première partie essentielle de la doctrine, comme 
étant celle oii la scieijce générale des rapports a elle méine ses pre- 
miers fondements. C’est par cette théorie de l'ordre et des nombres 
qu’ou peut connaitre la nature propre de 1’algébre, et rendre raison 
de cette équivoque, ou multiplicité de sens , qu’elle attaché a ses signes, 
et qui nous présente souvent plusieurs racines ou Solutions difïérentes 
dans un probleme ou notre esprit n’en voit qu’une seule : propriété 
singulière de l’algèbre, dont on ne s’est point encore bien rendu 
coinpte, et que je vais lacher d’approfondir afin de jeter un nouveau 
jour sur la philosophie de la Science. 

III. 

Qtiand on applique l’algèbre a la solution d’un probleme, on trouve 
souvent une équatiou de degré supérieur, qui a plusieurs racines , et 
qui donne ainsi , outre la valeur propre a résoudre le problème tel que 
1’esprit le considère, d'autres valeurs auxquelleson n’avait pas songé, 
et qu’il parait quelquefois impossible d’interpréter par les nombres ou 
par les lignes dont U s’agit dans la question proposée. 

D'Alembert a fait lA-dessns des réflexions dans plusieurs de ses écrits, 
et notamment dans ledictionnaire de 1’Encyclopédie, au mot Êquaiion. 
11 parcourt quelques questions très-simples , ou 1'algèbre donne a la 
fois plusieurs Solutions différeutes, quoique le probleme paraisse n’en 
avoir qu’une seule dans le sens précis de son énoncé ; et il tAclie d’ex- 
pliquer cette multiplicité, en faisant voir que 1’équation est souvent 
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plus générale que J’énoncé, et qu’elle est la tradnetion algébriqiie de 
plusieiirs énoncés différents dont 1’algèbre ne peut exprimer la diflié- 
reuce. « Quelques algébrjstes, dit-il, regardent cette généralilécomme 
tule richesse de 1’ajgêbre, qui répond , non-seuleinent a ce qu’on 
•> lui demande. niais encore a ce qu’on ne lui demandait pas et qu’on 
» ne songeait pas k lui demander.... Pour nioi, ajoute d’Alembert, je 
» ne puis in’empècher d’avouer que cette richesse prétendue roe pa- 
» rait un inconvénient. Souvent il en résulte qu’une équation roonte 
» a un degré beaucoup plus liaut qu’elle ne monterait, si elle ne ren- 
» fermait que les racines propres k la vraie solution de la question telle 
» qu’elle est proposée. II est vrai que eet inconvénient serait inoindre, 
» et serait méme, en un sens, mie véritable richesse , si 1'on avait une 
» méthode générale pour réspudre les équatioQS de tous lesdegrés. II 
o ne s'agirait plus que de démèler parnii les racines celles dont on 
» aurait vraiment besoin ; niais malheureusement on se trouve arrèté 
» dés Ie quatrième degré. 11 serait donek souhaiter, puisqu'on ne peut 
<* résoudre toule équation , qu'on put au nioins l'abaisser au degré de 
» la question , c’est-a-dire k n’avoir qu'autant d’imités dans 1’exposant 
» de son degré, que la question a de Solutions vraies et directes; tnais 
» la nature de 1’algèhre ne parait pas le pennettre. » 

Telles sont a ce sujet les réflexions de d’Aleinbert , philosophe & qui 
l’on doit sans don te beaucoup de lumières sur d’autres points de ia 
Science; tnais il me semble qu’ici ses réflexions inanqiient k la fois de 
force et de justessc, et qu’elles ne vont point au fond de la question 
philosophique dont il s’agit. Cette généralité de 1’algèbre n’est ni une 
lir/iesse ni un inconvénient : c’est le simple caractère d'une science 
exacte et parfaite ; car 1’algèbre ne nous donne exactement que ce qu’iin 
raisomieinent parfait nous aurait donné lui méme. 

Supposons, en effet, que le problèine dont on s'occupe soit énoncé 
d’une maniere parfaite: 1’énoncé ne renferinera que la relation pré- 
cise qui existe entre rincoiiuue et. les données du problème, et qui 
setile forme eutre elles une équatiort. II est clair que tont ce qu'on 
pourrait ajouter k eet éiioncé, ou y sous-entendre, serait au inoins 
imitile, et quelquefois méme pourrait étre une contradiction. Car, 
piiisque rinconnute se trouve déjii Jixée par cette seule partie de 
1’énoncé qui forme 1’équatioii . il est évident qu’on n’est plus le maitre 
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de rien ajouter; comme, par exemple, cetle condition que 1’iucounue 
sera plus grande ou plus petite qu’une certaine quantité, ou que la 
ligne cherchée tombera dans telle ou telle partie de la figure, etc.; 
conditions qui ne dépendent plus de nous, que 1'esprit peut supposer 
mal a propos, et qui souvent n’ont paslieu dans la question proposée. 
On voit donc que si l’énoncé du problème est parfait , il n’est rien aulre 
chose que 1’équation méme qui le traduit en algèbre. Si donc cette 
équation nous présente plusieurs racines ou valeurs différentes de l’in- 
connue, 1’énoncé lui-même doit également présenter, £1 l’espiit at- 
tentif, cette méme niultiplicité de Solutions dans le problème dont il 
s’agit. 

L'algebre ne donne donc rien au dela de ce qu'on lui demande; elle 
11 'est pas plus générale que la logique considérée dans sa perfection , et 
le degré oü 1’équatioir s'élève est le degré méme de la question, si elle 
parfaitement posée. 

Mais le plus souvent nos énoncés sont tres-imparfaits; je veux dire, 
qu'indépendamment de cette relation qui lie anx données 1’inconnue 
et qui la détennine, notre esprit y mèle encore certaines conditions 
inutiles et souvent contradictoires; et voici alors ce qui nous arrivé. 
Comme ces sortes de restrictions ne donnent point d’équation , et ne 
sont pas ainsi de nature a s’écrire en algèbre, 1’équation qu’on tire de 
l'énoncé se trouve exactement la méme que si ces suppositions n’avaient 
point lieu, et, par conséquent , cette équation a les mémes racines ou 
Solutions différentes dont le problème est susceptible en le supposaut 
bien exprjiité. («pendant , comme notre esprit reste toujours préoc- 
cupé par la.considération particulière de ces limites ou il borne la 
question T^Ws’étonne d'abord de cette multiplicité de Solutions qu’il 
n’avait point en vue,-et il cherche ensuite ii les interpréter par lés 
lignes, ou par les quantités dont il s’agit dans la question proposée. 
S’il en vient a bout, il attribue k l’algèbre. qui lui a donné ces Solu- 
tions inattendues , une généralité propre qu’il n’avait pas trouvée dans 
le raisonnement ordinaire; s’il ne peut expliquer toutes ces valeurs, 
il reproclie a 1’algèbre cette trop grande généralité, comme iin incon- 
vénient, et une imperfection qui mèle la vraie valeur de l'inconnue a 
des valeurs étrangères. Mais on voit qu’il n’y a ici d'autre imperfec- 
tion que celle de 1’esprit et du langage. L’algèbre, encore une fois , ne 
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traduit et ne doit traduire, de l’énoncé du problème, que la seule 
partie qui fait une équation, et qui snffit pour dóterminer l'inconnue. 
Elle abandonne tont le reste, comme ces rapports vagues de ma jont o 
ou de minoritó, qui ne peuvent servir a aucune détermination. Ainsi 
l’équation obtenue ne renfenne rien des imperfections de notre énoncé, 
et elle devient la question même parfaiiement posée La multiplicité 
de ses racines nous avertil donc, non pas, comme on le croit d’oixii- 
naire, qu’il faut étendrv le premier énoncé pour en multiplier les divers 
scns; mais qu’il faut, au contraire, le simplifier et le rédidre, en y sup- 
priinant ce qu’ou y avait mis de trop et qu’on n’était pas le maitre d’y 
insérer. Et alors on pent voir qu’il n’y a préciséinent , dans 1’équation 
algébrique, que la menie multiplicité de Solutions qu’on aurait pu 
reconnaitrc, saus algebre, dans 1’énoucé parfait du probleme. 

Telle est, je crois, la vraie*nature de l’algèbre, et la vrair solutiou 
de la question philosopbique que j’examine, et qui touche aux pre 
miers fondements de la Science malbéinatique. 11 ne s’agit pas de sa- 
voir s’il y a, ou non , une méthode générale pour r ésoud re les équations 
de tous les degrés : on n’en sait pas nioins qu'une équation de degré 
supérieur a plusieurs racines, et la question était d’expliquer cette 
multiplicité , en montrant qu’elle est dans la nature niérne des choses , 
et que 1'algèbre n’a pas plus de généralité qu’un bon raisonnement. 

Mais il ne faut pas tuanquer de faire ici une observation esseu- 
tielle: c’est que, a raison de l’ignorance et de la faiblesse de 1’esprit 
humain, qui ne inarclie guere qu a 1'aide des images sensibles, ou des 
mots qui eux-mémes ne répondent presque tous qu i des.jmages, 1’al- 
gèbre nous a été et nous est encore d un merreilleux^aepétui'S. tiar, 
comme elle n’exprime que les rapports qui détorminent , et 'qu’elle n’a 
point designes pour les conditions vagues, il en résulte que, quelque 
imparfaits que soient uos énoocés, pourvu qu’ils renfemient la loi de 
rapport qui fait le noeud du problème, 1’équation que 1’analyse en tire 
&e trouve aussi parfaite que si elle provenait de 1'énoncé le plus parfait ; 
et, sous ce point de vue, on peut dire que 1’algèbre a étendu et perfec- 
tionué 1’esprit humain. 

On voit donc que ce qui nous resterait & faire aiijourd’bui pour 
l’achèvement de la doctrine, ce serait de chercher et de monteer dans 
chaque problème comment 1’esprit, ii 1 aide du seul raisonnement, au* 
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rait |)ii s’élever a cette généralité de vue «’ont il n’a été averti que par 
les signes de Talgebre, et cominwt il aurait dd prévoir ces multiple» 
Solutions qui coexistent dans un ménie probléme, et qu’aiicun art ne 
peut séparer. C est par cette étude attentive qu'il verra ce qui avait 
mauqiié jusqu’ici aux principes de sou analyse logique. 11 n’avait songé 
qu’aux rapports de grandeur, et il rcconuaitra qu’il fallait avant tont 
considérer Ie nombre et l’ordre des c hoses, indépendanuucnt de toute 
idee de grandeur on de quantité. Dans cette pure considération de 
1’ordre, ou il verra que plusieurs ordres, qui lui paraissent différents, 
mussent pourlant 1’im de 1’autre par une seule. et menie loi, et se re- 
prodiiisent saus cesse, quel que soit Ie premier ordro d’mi 1’on venille 
partir, il trouvera l’origine naturelle des puissances , «4 la raison pro- 
fonde de ces nmltiplrs meines de l’unité, qui ne sont point des valeurs, 
mais de simples signes d’on/re ent re les choses que Ton eonsidère. Par 
ces nouveaux principes il perfectionnera Talgebre elle-inémc, et Tal- 
gèbre a son tour pourra jeter de nouvelles lumiéres sur la théorie des 
nombres. 

De toutes ces reflexions, et d’une foule d’autresque je pourrais y 
ajouter, je conclus donc que les principes de Talgebre et de la théorie 
des nombres devraieut étre unis ensemble dans nos ouvrages éléiuen- 
taires, commo ils sont iuséparables par la nature uiéiue de ces deux 
Sciences. Aitisi j’espére qu’on me pardonnera, et tnénie qu on me saura 
quelque gréde revenir sur ces principes fondamentaux, d’essayer de les 
rendre plus clairs et plus sensibles, et de faciliter ainsi aux jeuncs géo- 
metres une étude très-ardue, et en apparence très-stérile , mais en effet 
très-féconde , et peut-ètre, couime je Tai dit, la seule d’ou T analyse 
mathématique puisse attendre aujourd’hui de véritables découvertes. 

CHAPITRE I". 

De i/ueltfues propositinns Jondamentales de Ui theorie des nombres . 

. «i 

Je commencerai par établir Ie théorème général qui regarde Ie 
nombre des racines ou Solutions entières d’une équation indéterminée 
de degré quelconque. Ce théorème est tont a fait analogue a celui qui 
sert de base en algèbre a la théorie générale de» équations , et je vais 
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les demonteer tons deux de la mème manière. J’examinerai ensuite les 
autres théorèmes a mesure qu’ils se présenteront dans le cours naturel 
de ces réflexions. 


Abticle I". 

Sur Ie nomhre des enticrs qui peuvent rendrt un polynóme divisible cxactcment par 
un nombre premier. 

I . Considérez un polynóme rationnel et entier du degré m, de la 
forme 

ar" -i- A-r""' Bar" -1 H h Sx -t- T, 

et que, pour abréger, je désignerai par X. Prenez m quantités quel- 
conques a, b, c,..., s, f, et divisez le polynóme X par le binöme x—a, 
jusqu’a ce que le reste ne contienne plus la lettre x, ce qui est tou- 
jours possible; vous aurez l’équation 

X = (x-o)X'H-X a , 

le quotiënt X' étant un polynóme du degré m — i en x, et le reste X, 
étant le polynóme proposé X oii 1’on aurait changé x en a. 

Divisez de méme X' par x — b et vous aurez de la mème manière un 
quotiënt X' du degré m — a, et un reste X', qui sera le polynóme X' oii 
l’on aurait changé zeni; et par conséquent vous aurez 

X' = (x - b) X" + XI. 

Continuez de mème de diviser X" par x—c, et ainsi de suite jusqu'au 
dernier polynóme X m_ ' qui ne sera plus que du premier degré en x. 
et que vous diviserez par x — /; et vous trouverez enfin 

X”- 1 = (x - <) + xr'. 

Substituez inaintenant dans la première équation, it la place de X', 
sa valeur donnée par la seconde, et dans l’équation résultante, a la 
place de X". sa valeur donnée par la troisième, et ainsi de suite; et 
vous aurez l’équation 

X = X„-h(x-a)X I -t- (x — a ) { x—b)X' e ^-(x-~a)(x-b)(x-c)Xj-h - 
+ (x—a)(x — b)(x—c)—(x—s)(x—t)i 


è 
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équation identique , c’est4-dire , qui aura lieu quelles que soient les 
quantités que vous vouiiei prendre pour a, b, c,..., s, t. 

2. Or nctuellement supposons quc la quantité désignée par a soit 
telle qu’étant mise au lieu de x dans le polynóme proposé, elle ré- 
duise ce polvnóme X a zéro ; alors le tenue marqué par X„ sera nul de 
lui-méme, et l’équation précédente sc reduira i celle-ci : 

X = (x — a)X', -+- (x — a)(x — ó)X( + (x — a) (ar — b) (x — c) X" -t — 
- 4 - (x — d)[x — b) (ar — c)...(ar — s) ( x — t). 

Supposons ensuite que b soit aussi une quantité capable de rédnire X 
a zéro; on aurait donc X| = o; mais l'équation précédente, en faisant 
ar = b, donnerait X* =(b — a) X' ; donc si b diffère de a, X 4 = o 
donne nécessairement X', = o, et la transformée se réduit encore et 
devient ainsi 

X — (ar — a) (x — b) X' + (x — o)(x— b)(x— c) XJh — 

■+■ (x — a)(x—b)(x — c)--(x — s)(x — t). 

De mème, si x—c rend nul le polynóme X, on aura X' — o, et ainsi 
de suite; de sorte que si a, b, c,..., s, t sont m quantités qui paissent 
réduire le polynóme X h zéro, ce polynóme peut étre transformc identi- 
quement dans le produit 

(x — a)(x— b) (x — c)—(x — s) (x — t)i 

ce qui est le fondement de toute la théorie des équations. 

3. On voit par la qu’il n’y a pas plus de manières de rédnire it zéro 
le polynóme X dn degré in, qu’il n’y a de manières de rédnire a zéro 
le produit de m facteurs x — a, x — b, x — c,..., x — s, x — t; or 
ü est évident qu’iin produit ne peut jamais devenir md a moins que 
quelqu’un de ses facteurs ne soit nul en particulier; de plus, chaque 
facteur x — a ne peut devenir nul que d’uneseule manière, savoir, en 
faisant x = a; donc un polynóme. X du rlegrc m ne peut devenir nul 
pour plus de m valcurs de x, c'est-d-dire que l'équation X = o ne peut 
avoir plusde meines qu’il n'y a cl unit és dans le tlegré de cette équation. 

4. Soit maintenant p un nombre premier quelconque , et considé- 
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runs h*s nombres entiers x inférieurs a p, qtii peuvent rendre Ie poly- 
noine X divisible par p: ces nombres entiers seront les Solutions ou ra- 
cincs de l'équation indéterminée X = 3R .p, en désignant par Slip tin 
multiple quclconque de p ; et je dis que cette équation ne peut avoir 
plus de racities qu’il n’y a d’unités dans le degré in de cette proposée. 

En effet, si nous reprenons l'équation identique 

X = X„ -Hx — n)Xi-t-(x— rt^x— b) X’ +(x—a)(x—b)(x—c) X"h — 

-t- (x — a)(x — b)(x — c)—(x — s ) (.r — t), 

nous voyons qu’en supposant a un nombre inférieur a p. qui rende X 
divisible par p, de manière qu’on ait X a =OI lp, le polynóme X de- 
vient , u ce multiple prés de p, 

X = (x-rt)X', ■+■ (x — a)(x — b) X'-t-(x — ai (x — b}(x —c) Xh — 

■+• l x —d)(x— b) (x — c)—(x — s) (x — <). 

De menie, si x = b rend X divisible par p, de manière qti’on ait 
X t = 3TLp, comnie l’équation précédente donne X 4 = (b —a) X' t , il en 
résulte qu’on aurait ( b — a) X' = oitpj mais b et a étant des nombres 
différents inférieurs it p, il est ciair que le facteur b — a ne peut ètre 
divisible par p\ donc l autre facteur X» doit 1’étre; donc X* = 3T .p 
donne nécessairement Xj = Slip, et le polynóme X, a un multiple prés 
du nombre p, se réduit a 

X = fx — a) [x — é) X[ ■+■ [x — a) (x — b) [x — c) XJ -+- — 

-+- (x — a) (x — b) (x — <:)••• (x — s) (x — 1 1 . ♦ 

De inéuic, si le nombre x = c rend X divisible par p, on en con- 
clura X* = Slip, et ainsi de suite; de sorte que si a, b, c,..., i, t sont 
m nombres entiers inférieurs a p t/ui rendent X divisible par p, ce poljr- 
nóme X du degré m sera, a des multiples prés du nombre p, équivalent 
au produit des m facteurs binómes x — a, x — b, x — c,..., x—s, x — t. 

Ainsi il n’y aura pas plus de manieres de rendre le polynóme divisible 
par p qu’il n’y en a pour le produit équivalent dont il s’agit. 

Or, p étant un nombre premier, ce produit ne peut devenir divisible 
par p, qu’autant que l’uii des facteurs le sera séparément; mais il est 
évident que chacun d’eux, tel que r — a, ne peut l'étre que pour une 
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seule valeur de x inférieure ft p, savoir, x = a; donc [équation indé- 
terminée X — Cl L/>, du degré m, ne peul avoir plus de rn meines ou So- 
lutions en nombres entiers inférieurs <i p. 

Remanjuc I. 

5. J’ai supposé fout de suite que Ie premier ferme x" de la pro- 
posée n’avait pour coëfficiënt que l'imité, paree qu’il est aisc de voir 
qu’on peut toujours réduire a cette fortne une éqiiation quelconque 

Ax™ -b Rx”'~' -b Gx 1 "- ' H hSx-+- T= CKp, 


en ajoutant au* coelficients B,C, T, des multiple» convenables 
de p, qui les rendent tous divisibles par Ie premier coëfficiënt A que 
je suppose premier ét p. II est évident que ces multiples de p ajoutés 
aux coefficients ne peuvent changer en rien les racines de la proposée. 
mais ils rendent tout Ie premier metiibre divisible par A, et Ton a la 
transformée 

x m -b A'x"-' -t- B'x™- 1 -t b S'x -+- V — CUp, 

qui a les mèmes racines et dont Ie premier terme n’a d’autre coëfficiënt 
que runité. 

Si A n’était pas premier k p, il serait douc de la forme pp et I on 
pourrait alors supprimer le premier terme de l’équation , laquelle ne 
serait ainsi que du degré m — t ; et de tnème pour le coëfficiënt sui- 
vant B, s’il n’était pas premier a p. 

Si tous les coefficients A, B, C,..., S, T étaient divisibles par p. le 
polynóine proposé serait toujours divisible par p pour toutes les va- 
leurs possibles de x, ou, pour jnieux dire, il n’y aurait plus alors 
d’équation. 


6. Quant a ce multiple convenable de p qu’il faut ajouter a un coëf- 
ficiënt B, pour le rendre divisible par A, on le trouve facllemeiit en 
posant 1’équatioD du premier degré, 

■■ - = un entier = e , 


ou 


eA — ip = B, 
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équation tou jours possihle si A est premier & p , et qui fera connaitre 
les valeurs de i' et de e par la méthode con mie [*]. On opérerait de la 
méme inaniére pour rendre tous les autres coefïicients C, D,..., S, T 
divisihles par A. Os transformalions sont tont a fait analogues a celles 
qu’on emploie dans les équations algébriques pour faire disparaitre les 
fractions el réduire Ie premier coeffieient a 1’unité. 

Ainsi nous considérerons toujours les équations indéterminées sous 
cette fortne Ires-sitnple, ou le premier coëfficiënt est i, et tous les 
autres réduits a des entiers, cornine nous 1’avons supposé dans la dé- 
monstration du théorème fondamental que nous venons de présenter 
(n° 4 ). 

Remarque II. 

7 . Lagrange est, conime on sait, le premier qui ait pro|K>sé et dé- 
montré ce théorème. dans les Mémoires de V Académie de. Berlin pour 
1 ’année 1768. Eulcr, dans le tome XV lil des Nauveaux Commentaires 
de Saint-Pétersbourg, 1 ’a démontré dans le cas de léquation binöine, 
inais par une méthode qu’il est facile d’étendre a une équation quel- 
conqiie. On le trouve en 10 re dans les Recherches de l.egendre sur 
l analyse indéterininée , dans sa Théorie des nornbres, et dans 1 ’ou- 
vrage de M. Oauss. Mais toutes ces démonstrations sont a peu pres la 
méme présentée de diflerentes manières : la nötre nous parait aussi 
claire et aussi sitnple qu’on puisse le désirer. 


Re marqué III. 

8. Otte démonstration suppose essentiellenient que le nombre ou 
module p auquel on rapporte l’éqiiaüon soit un nombre premier. Car 
s’il s’agissait d’un module composé N, le produit des binömes x — a, 
x — b, x — c,... ponrrail étre encore divisible par N sans qu’aucun 
d’eux le fut séparément. II suffirait que l’tin de ces binömes fut divi- 
sible par un deg facteurs de N, et un autre par 1 'aiitre facteur, et le 
produit serail encore divisible par N : d’oii l’on voit que 1’équation 

f 

[•] On donnera plu* loin quelques methodes nouvelle» pour rvsoudre les équations 
imieterminees du premier degre. 
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X = 3tlN peut avoir, si N est un nombre coinposé , plus de racines 
qu’il n’y a d’unités dans 1 ’exposant de sou degré. II serait facile de 
compter le nombre de toutes les Solutions possibles, par le nombre de 
toutes les manières possibles de jlécomposer le nombre N en différents 
facteurs premiers entre eux; mais nous y reviendrons, et nous ne con- 
sidérerons ici que le cas d’un module absohiment premier et que nous 
désignarons toujours par la même lettre p. 

• 1 

Remarque IV. 

9. On peut remarquer encore que cette démonstration sur |e 
nombre des racines entières de l'équation indétenninée X = .ttl p. est 
tout k fait la même que la démonstration relative au nombre des ra- 
cines des équations déterminées X — o. On n’y suppose absolument 
que 1 ’opération de la division algébrique, et ce théorème fondamen- 
tal . dérnontré par Euclide , que si deux nombres sont premiers par 
rapport k un troisième, leur produit est aussi premier k ce troisième 
nombre. 11 résulte donc des premiers principes du calcul qu’uneéqua- 
tion indéterminée du degré m, 

x" ■+- Ax“-' -f- B* 1 "-’ -+- •••= oi lp, 

ne peut avoir plus de m racines ou Solutions en nombres entiers in- 
férieurs a p; car une fois qu’on lui en supposerait m, on prouverait 
tout de suite qu’elle est, aux multiples prés de p, identique avec 
l'équation 

(x — a) (x — b) (x — c)— = JT lp, 

laquelle ne |>eut avoir d’autres racines quea, h, c, ettf. Par la menie 
démonstration on voit encore qu’une équation X = on.p, du degré in, 
pent avoir autant de racines qu’il y a d’unités dans l'exposant m de ce 
degré; car on peut sur-le-cliamp former une équation 

X" - 4 - Ax™ _ ' -I- ••• = 3Kp, 

qui aurait m racines données a, b, c, etc. : il n’y aurait qu’a laire le 
produit (x — «)(x — b)(x — c)... et k 1 ’égaler a un multiple qnel- 
conque de p. Ainsi il y a une ififinité d’équations 
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qiii ont efifectivement m racines, et il ne peut y en avoir aucune du 
degré m qui ait plus de m racines; mais voila fout ce qui résulle de 
la démonstration précédente. Lorsqn’on propose une équation du de- 
gré m, on ne peut savoir en général si elle a ou non des Solutions en 
nombres entiers. II n’y a qu’un cas particulier, fort remarquable, ou 
1’on connaisse toujours le nombre et les valenrs des racines par la 
forme inéine de l’équation proposée; c’est le cas de 1'équation binóme 
x'’ -1 — i = on. p, laquelle a toujours pour racines les p — i nombres 
entiers i , a, 3 , 4 > 5,..., p — i , inférieurs k p : ce qui est , en d'autres 
termes, 1'expression du fameux théoréme de Fermat. 

Corollaire . 

10 . Mais, de ce théoréme, qui sera démon t ré plus loin, on peut tirer 
une ewnséquence générale sur le notnbre des racines cntières que peut 
admeftre une équation qnelconque 

x" -t- Ax'" -1 -+- Bx m ~* -+-■•• = 01 lp. 

Car puisque, aux multiples prés de p, le binóme x*~‘ — i est identique 
avec le produit 

(x — i) (x — a) (ar — 3)— (x —p — i), 
il en résulte que, si la proposée 

x" 1 -+- A.r“ _1 H — = Oïip 

a rn racines entières , e, e', e", etc., inférieures a />, le premier membre 
x m ■+- Ax" - ’ est nécessairement un diviseurdu binóme x*~' — i ; 
ou plus généralement, que si elle a un nonibre 9 de racines entières, 
le polynóme x m -+- Ax"“* -t-... aura nécessairement avec x*~' — i un 
cotnmun diviseur du degré 9, et la réciproque est manifeste. D’oü je 
conclus qu’on pourra toujours reconnaitre si une proposée 

X* + Ax*“' -+- = ORyi 

» 

a des racines entières, et quel est le nombre de ces racines, en cher- 
chant le plus grand commun diviseur du polynóme x"' -+- Ax m ~ l + ... 
et du binóme .r p ~ > — t. Si ce commun diviseur existe, et qu’il soit du 
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degré $, la proposée aura $ racines eutieres; s’il n’y a pas de couiniun 
diviseur, la proposée n’admettra aucune racine entière. On voit donc 
que toutes les équations 

x" -+- Aar 1 " -1 + ...= Jdp, 

qui adniettent m racines, ne sonl, aux multiples prés de la base ou 
module p, que de* diviseurs de 1’équation binöme x /> ~' — 1 = 3 Hp-, 
et qu'ainsi eet te cquation, qui semblait particuliere, est au fond trés- 
générale et renferme en quelque sorte toutes les au tres; ce qui fait 
sentir d’abord toute l’impurtance du théoréine de Fennat dans 1’ana- 
lyse indéterminée. 

Article II. 

Sur U thëorèm* de Fermat. 

11. Ce théorème a été démontré pour la première fots par Euler, et 
depuis par presque tous ceux qui se sont occupés des propriétés des 
nombres. J'en proposerai encore dans ce Mémoine deux démoustra- 
tions nouvelle» extrèmement simples. Maïs, auparavant, je suis bien 
aise d’indiquer celle que Lagrange en a donnée dans les Mémoires de 
Berlin pour 1’année 1 77 1 , et qui parait assez naturellement déduite des 
premiers principes du calcul. 

12 . Cet illustre auteur fait voir que, si l'on forme l’équation 

(x - |) {X - a)(x — 3 ) (x — 4) (X - 5 )-(x - p - t) = o, 

p étant un nombre premier, et qu’on représente Ie polynome qui en 
résulte par 

x^~' + Ajc p -' + Bx' - * h h T — 1 = o, 

tous les coëfficiënt» A, B, C, etc. . T, seront divisibles par Ie nombre 
premier p. 

Ainsi tous les coëfficiënt» peuvent étre représentés par a p, €p, yp, etc., 
t /»; de sorte que 1 ’équation qui a pour racines les nombres 1, a, 3 , 
4, 5 ,..., p — 1, est de cette forme 

x*-' a.px l ’~' 4- $px p ~* 1- t p — 1=0. 


3 .. 
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<)r, par la théorie tl es éqiiations, on sait que Ie dernier terine r p — i est 
égal au produit de toutes les racines i, a, 3, 4» 5,..., p — i ; ainsi Ton a 


ou 


i.a.3-4 — i = rp — 1 , 

t.a.3.4-5 — i -t- i = rp, 


et par conséquent le produit de tous les nombres 1 , a, 3, 4, 5,..., p — 1 , 
augmenté de t'unité, est toujours divisible par p, quarul p est un nnmbre 
premier : ce qui donne d’abord le beau théorème qu’on attribue a 
Wilson, et que personne n’avait encore démontré. 

Ensuitc la méme équat ion précédente , mise sous la forme 

, x F ~' — 1 = — (ax'~’ -+- Sar' - ’ -t- etc. -+- x)p, 

fait voir que le binóme ar' - ' — 1 est toujours divisible par p, quelque 
valeur 1 , a, 3, 4. 5,..., p — 1 , qu’on veuille donner a x. 

Donc Téquation indéterminée rf' -1 — 1 = Jtip a toujours p — 1 
racines ou Solutions entières, qiü sont 1 , a, 3, 4» 5, etc., p — 1 , ou. 
si 1’on vent , pp + 1, pp -+- a, pp -t- 3, pp -+- 4, etc., pp -4- p — 1 : ear, 
en négligeant les multiples de p, une puissance quelconqne de pp -t- e 
revient a la méme puissance de e. 

Ainsi le binóme x?~' — 1 , ou p est un nombre premier, est toujours 
divisible par p, en prenant pour x un nombre quelconque premier a p. 

C’est le fameux théorème de Fermat. 


13 . On déduirait encore de cettc méme équation , 

(ar — 1 ) (ar — a) (ar — 3)... (ar — p — 1 ) = x'* - ' - 4 - upx^' h h t/j — 1 , 

que la somme de tous les nombres 

1 > 3. 4» SfnfP— 1 , 

la somme de leurs produits deux a deux, la somme de leurs produits 
trois a trois, etc., sont divisibles par p, lorsque p est un nombre pre- 
mier. 

Ainsi le théorème de Fermat, le théorème de Wilson et ceux qu’on 
vient d’ajouter, sont des corollaires d’une méme équation qu’on 
démontré assez facilemcut par la méthode des coefficienls indéter- 
minés, et par la considération des coefficients du binóme ou des 
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terines p, £ — - > etc. , qui , lorsque p est premier , 

sont tous entiers, et divisibles par p , k 1’exception dit dernier 

~~' i ~* l ' 3~ a ' '' * ’ t I u ' 681 égal ^ l’nnité. 

Article III. 

Théorème de Fermat gfnèralisé. 

14 . Au reste, Ie théorème de Fermat peut ètre en quelque sorte gé- 
néralisé, c’est-a-dire étendu a un nombre quelconque N, premier ou 
composé, et s'exprimcr de la maniére suivanle : 

Si n marqué combien il y a de nombrcs injérieurs et premiers a N , 
on a toujours x" — i dhrisihle par Pi, ou x" — i *= att-N, pourvu tpie x 
soit un nombre premier a N. 

Ce théorème a été démontré assez directeineut par Euler dans les 
Nouveaux Commentaires de Saint'Pétersbourg (années 1 760 et 1761}. 

Si Ie nombre N est premier, alors il est clair que n est égal a N — r , 
et 1’on peut prendre pour x tel nombre qu’on voudra qui ne soit pas 
un multiple de N ; et ce cas revient exactement au théorème de Fermat. 

15 . En général , 1 'équation x" — 1 = 3 RN a n racines entières qni • 

sont les n nombres inférieurs et premiers A N; et il est aisé de voir 

qu’elle n'en peut avoir d’autres. Car soit , s’il est possible, une racine x * 

qui aurait avec N un commun diviseur ®, de maniére qu’on eüt 

x — Qjr et N = 0 P ; 
on aurait donc , par hypothèse , 

6 H .j n — i = 3lt(ÖP), 

d’oü il résulterait 

v'-'f' ~ ï = «IP. 

équation im possible, a moins que 6 ne soit égal A 1 ’unité, et que, par 
conséquent, x et N ne. soient premiers entre eux. Ainsi réqtiation 
x” — i = Jti-N ne peut ètre résolue que par les nombres premiers a Pi, 
et n’a que n racines en nombres entiers inférieurs a N. Quant aux 




Digitized by Google 


»* RÉFLEXIONS 

autres Solutions en nombres supérieurs a N, nous ne les considérerons 
point, puisque, rabaissées aii-dessous de N par la division, elles re- 
viendraienl au* premières que nous désignerons généralement par 

i, a, b, c, etc., N — i. 

• Remarquc I. 

I(i. Ce qu'on vient de dire est d’autaut plus remarquable que si Ie 
binónie oc" — i est résoluble en facteurs rationnels de degrés inférieurs, 
quelques-uns de ces facteurs, étant séparéinent égalésa un multiple de N , 
peuvent avoir plus de Solutions qu’il n’y a d’nnités dans Ie plus baut 
exposant de 1’inconnue x, ce qui ne peut jamais arriver quand N est 
un nombre premier. 

Mais dans le cas xle N nombre composé , si quelque facteur de 
■xf' — i égalé a un multiple de N a plus de Solutions qu’il n’y a d’unités 
dans l’exposant, les autres facteurs en auront nécessairement moins, 
puisque la proposée oc" — i = OiuN ne peut avoir en tout plus de « 
racines. 

17. Pour éclaircir lachose par un exemple, considérons le nombre 
N = i5, on aura 

a. 4. 7< 8, n, i3, i4 

pour les Kuit nombres inférieurs et premiers a i5; par conséquent 
n ss 8, et 1’on a l’équation 

x* — i = on. 1 5 ; 

mais le binónie x' — i se décompose de cette manière : 

(x 1 — i)(x’ i)(x*-+- i); 

or, pour le premier facteur x’ — i qui n’est que du second degré, 
il y a quatre manieres de le rendre divisible par i5, savoir, en fai- 
ttnt 

x — i , ou x i/J, ou x = 4, on x — i«. 

I-e second facteur x* -+- 1 ne peut ètre rendu divisible par 1 5 d’aucune 
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manière, ni le troisiètne facteur x* -+• i, de sorte que les équations 

x* -f- i = 1 5 et x* ■+■ i ss 3IL 1 5 

ne peuvent avoir aucune solution; mais 1 ’équation résultante du pro- 
duit des deux premiers facteurs, savoir, 

(x’ — i) (x’ -+- l) == X* — • I = 311 1 5, 
a encore les quatre Solutions 

a, 7 , 8 , i3, 

paree que chacun de ces nombres rend le premier facteur divisibie 
par 3, le second par 5, et par conséquent le produit , divisibie par 3.5 
ou i 5; ainsi l’équation x* — t = 3 IVi 5 a les mêmes buit Solutions que 
l'équation x* — i — 3TL|5; et le facteur x' -+- i, égalé a un multiple 
de 1 5 , n’en a aucune. 

Voici le résultat de la substitution des différents nombres premiers 
a i 5, dans le produit des trois facteurs 

(x 1 — »)(x* 4 -i)(x‘+i)= x* — i; 
x = i donne (o) (a) (3) = o. i5, 

x = 4 donne (3-5) ( 17 ) [*$']) = 3Ri5, , . 

x=ii donne ( 3 . 5 .a*)(a. 6 i)(a. 73 ai)= 3Tii5, 
x =i4 donne (3.5. 1 3) ( 1 ^ 7 ) (4 1 .9373 = 3H-i5, 

ou 1 ’on voit que ces quatre nombres x rendent le seul premier facteur 
x’ — i divisibie par 1 5. 

Ensuite 

x = a donne (3) (51 ( 17 ) =3tti5, 

x = 7 donne (3.a‘) (5’.a) (a. iaoi)=3tti5, 

x— 8 donne (3’. 7 ) (5.i3) ( 17 . 3 / 11 ) = OT-i 5, 
x =i3 donne ( 3 .a*. 7 )( 5 .a.i 7 )(a. 7 *.i 7 ) = 3Ti j5, 

oü 1 ’on voit que ces quatre nouveaux nombres x rendent le premier 
facteur x’ -ji divisibie par 3, et en méme temps le second x’ -+- 1 
divisibie par 5; mais le troisiètne facteur x* -l- 1 n’esl rendu divisiblp 
ni par 3 ni par 5, par aucun des buit nombres inférieurs et premiers 
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a 1 5, et par conséquent ne peut le devenir par aucun nonibre possible ; 
de sorle que 1 'éqoation x* -+- 1 = 3K. 1 5 n’a anemie solution en noni- 
bres entiers. 

Hmtarquc II. 

18. Quand N est un nonibre premier p, 1’équation x" — i = ffliN 
devient r p ~ ' — i = ^p, et si 1’on décompose lc premier inembre 
x p ~’ — i en différents facteurs rationnels . chacun d’eux égalé a un 
multiple de p a toujours autant de racines qu’il y a d’unités dans le 
degré de ce facteur, et n’en a ni plus ni moins. Cela tient a ce que le 
nomhre p étant premier, un produit ne peut jamais ètre divisible par p, 
a nioitis que quelqu'un des facteurs ne le soit séparément. Or un fac- 
teur (x* -t- ), du binöiiie proposé, ne peut devenir divisible par p, 
pour plus de 6 valeurs de x, comnie on l’a démontré ; d’un autre cóté, 
il ue peut l’être pour moins de 9 valeurs, car il faudrait alors, ce qui 
est impossible, que 1’autre facteur, qui est du degré p — i — 9. le fut 
pour plus de p — i — 9 valeurs, afin qu’on retrouvat les p — i ra- 
cines entieres qui satisfont toujours k la proposée. 

19. Ainsi l’on a toujours, non-seulement 1’équation xt~' — i = ;ir .p 
qui a p — i meines entières, mais encore. les éjuations x® — i = .flip 
qui en ont précisément 9, quand 9 est une nliquotc de p — i : car, dans 
ce cas, il est clair que x®— i est un diviseur rationnel de — i . Mais 
nous reviendrons avec détail sur la théorie de ces équalions. 

Auparavant. je veux niontrer que le théorème de Wilson peut etre 
aussi généralisé, ou étendu d’un noinbre premier p a un nonibre quel- 
conque N, et démontré directement de la nianière suivante. 

Articlf IV. 

Théorème de Wilson généralisé. 

» 

20. Soient i ,a,b, c, d, etc., N — i les nonibres inférieurs et premiers 
a un nombre quelconque N, il est clair que ces inémes notnbres pour- 
ront étre mis sous la forme 

1-4-0K.N i -+-3R.N 1-t-Jffl.N 

, — t — . -i etc., 

a b c 
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de maniére qu'on aura 


H-3TIN 

a = *’ 


i-t-3tlN . 

~7~ k ~ 6 ’ 


etc., 


I+3R.N 
N — i 


t, 


a, ë, etc., étant les mèmes que a, b, etc., mais en général dans un 
autre ordre, excepté pour le dernier qui , dans tous les cas, donnera 
toujours 


I -t-3RN 
N — i 


= N - 


on aura donc toujours, quel que soit N, 
-3ILN 


i H- i l ■ 

a b 


-4- 3TL-N o m' * 

— = a6y...N — i = abc. . 


• N-i, 


d’oii 1’on tire (en multipliant les deux membres par abc ... N — i, 
et réduisant le premier membre a la fbrme i -t- 3ICN) , 1’équation 

I -+- 3ttN = (abc. . . N — i)’, 

ou bien 

(abc ... N — i)* — i = 3H.N, 

• . 

c'est-a-dire que fe carré du produit de tous les nombres inferieurs et pre- 
miers a un nombre quelconque N, étant diminué de Vunité r, est toujours 
divisible par N, théorème général qui s’ étend a tous les nombres N, 
simples ou composés. 


21 . Mais il y a plus:- 1’équation précédente peut se mettre sous Ia 
forme 

|(af>c ... N — t) -4- i) | (abc ...N — i) — i) =; 3ILN, 


et 1’on peut démontrer que 1’un ou 1’autre des facteurs qui Torment le 
premier membre est séparément divisible par N ; et Ton peut distinguer 
ainsi tous les nombres N en deux classes qui appartiennent a J'iin ou 
i» 1’autre de ces deux cas. Ceci mérite d’ètre examiné avec soin. 

Je reprends les expressions précédentes , 


- flLft ^ I •+. 3H.fi 


= 6, etc., 1 ^ h =n-,; 

4 
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p| j’observe que si a était toujours différent de o\ ë différent de b, etc., 
de manière qu’on ent , par exemple , 

H-3HN , 

= h ' 

et puis, en prenant un nouveau nombre c, 

i-f-.TtlN _ ^ 

et ainsi des autres, il suffirait de considérer la moitié de ces expressions 
pour voir dans le produit tous les nombres différents a, b, c, etc., de 
sorte qu’on aurait 

abcd ... — [ -+- 3IlN , 

et tnultipliant de part et d’autrepar N — i, il en résulterait 
abcd... N - i= -i + Tn-N. 

Mais s’il arrivait qu’un des nombres a fut éga! au nombre a, de ma- 
nière qit'on eüt 

i H- 3HN = a\ 


la «dbclusion précédente ne pourrait plus avoir lieu. Mais alors, au 
lieu de faire 


ce qui donnerait a = a, on pourrait faire 


— l-t-JHU» 


= «. 


et de cette manière , a serait différent de a, et égal i N - comtne 
cela est manifeste. 

On peut donc toujours associer les nombres a, b, c, etc., deux a 
deux, de manière que leur produit soit ou i -4- •'XL'N ou — i -+• 37tN ; 
ainsi 1’on peut dire que, quel que soit N, le produit de tous les nombres 
inférieurs et premiers k N est toujours de la forme ± i -+- 3ltN, et que 
par conséquent l’un ou 1’autre des facteurs 

a.h.c. . . . N — i -t- i , ou a.b.c. . . . N — i — t, 
est divisible par N comtne nous 1’avions avancé. • 
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22. II s’agit maintennnt de reconnaitre ces deux cas, Nou* avons 
déja reinarqué que parmi les nombres a, b, c, d, etcf, N — i, il y a 
toujours deux nombres x et N — x qui sont tels qu’on a 


1+an.N 


x ou i -t- 3R.N = x 1 ; 


ce sont les deux nombres i et PI — i ; tnais il peut y en avoir d’autres 
suivant la nature du nombre N. 

Or, si PI est tel qu’il y ait un nombre pair de ces couples qui puissent 
donner i -t- 3ILN — x*, il y aura un nombre pair d’expressions de la 
forme 


— i -+- 3U.N = x (N — x) ; 


le produit total sera donc de Ia forme i 4- 3H.N, et, dans ce cas, ce sera 
Ie facteur a.b.c.d ... N — i — 1 qui sera divisible par N. 

Mais si le nombre de ces couples dont le produit est de la forme 
— i+ 3HN, est impair, le produit total sera aussi de la forme — I-+-3H.N, 
et alors ce sera le facteur a.b.c.d... N — i -t- i qui sera divisible 
par N. 

25. Ainsi tout se réduit 4 reconnaitre, d’après la nature du noni- 
bre Pï , si 1’équation 

x’ — i = 


a des Solutions conjuguées x et N — x, en nombre pair ou en nombre 
impair. 

Or, je dis que 1’équation 

x’ — i = 3U.N, ou (x 4- i) (x — i) = 3fi-N, 


a autantde couples de ces Solutions conjuguées, qu’il y a de nianiéres 
de partager PI en deux facteurs P et Q premiers entre eux, ou n’ayant 
tout au plus que le commun diviseur a. 

4 En effet, il est clair que les deux binómesx-H i etx — i, ou sont 
premiers entre eux, ou n’out pas de plus grand coiuiiiun diviseur 
que a. Donc leur produit ne peut ètre divisible par N qu'autant qii’uu 
de ces binömes i + i le sera par un facteur P de PI, et le second bi- 
nóinex— i par 1’autre facteur Qices deux facteurs étant ou premiers 

4 - 
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ftitre eux, ou sans autre commun diviseur que a). Et réciproquement , 
on voit qu’a chacune «ie ces décompoeitions de N dans les deux (ac- 
teurs P et Q, répondra un cotiple de valeurs de x, pour la résolution 
de 1’équation 

(x ■+- i) (x — l) = 

Et si Pon vent trouver ces valeurs, on fera d'abord 

x -+■ i = mP, et en même tenips x — i = m'Q, 
ce qui donne 

uiP — m'Q — a , 

équation toujours possible piusque P et Q sont premiers entre eux, ou 
le deviennent en les divisant par lc nombre a qui forme le second 
meiubre; on en tirera donc les valeurs des multiples m et m', et de la 
la valeur de x. 

Ensuite, changeant l’ordre des facteurs P et Q, on ferait 
x -+- i = pQ, et x — i sz p' P, 
et 1’on trouverait de même 

[xQ — p’P = a, 

d’ou 1’on tirerait les nouveaux multiples p et p’, et de li, la valeur 
conjuguée de x; mais ce calcul èst inutile, puisque cette seconde va- 
leur est évidemment PQ — x. En effet, si des deux binómes x h- i, 
x — i, le premier est divisible par P et Ie second par Q, il s’ensuit 
qu'en changeant x en PQ — x, le premier, au contraire, devient di- 
visible par Q et le second par P. 

Ainsi donc on a pour 1'équation 

x J — i = atiN, ou i -+- 3H-N = x*, 

au tan t de couples de valeurs de x qu’il y a de manieree de partager N 
en deux facteurs soit premiers entre eux, soit dépourv us de tout autre 
commun diviseur que 3. 

24. Or, soit d’abord N intpuiro u doublé d’un impair; il n’y a liett 
qu’a des d^compositions de ce nombre en facteurs premiers entre eux : 
et si k marqué le nombre des facteurs simples qui entrent dans N, on 


Digitized by Google 


SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. a 9 

sait que le nombre de ces décoinposilions est marqué par a*“'. (ï'oyez 
plus loin le n“ 29, ) Ainsi ce nombre est toujours pair, excepté 
lorsqu'on al=i, ce qui répond au cas ou le nombre N n’a qu’tin 
seul facteur simple, c’eat-a-dire est de la forme ff, p étant un nombre 
premier. 

Donc , pour N = ff, eest-a-dire pour une puissance quelconque in 
d'un nombre premier p impair, on a toujours 

i .a.b.c.d . ..N - i + i = 3ltN ; 

ce qui renferme, comme cas particulier, le théorème de Wilson, en 
faisant m — i . 

Si M — a p m , on a bien deux décompontions possibles de N en deux 
facteurs premiers entre eux, savoir, i et •xp m , et pui* a et ff; mais ces 
deux décompontions répondent aux métnes Solutions de 

x» - i = 3lt (ap*), 

puiaque si l’un des binóraes jt+ i etx - i est divisible par ipf et 
par conséquent par a, l’autre est aussi divisible par a. Ainsi, dans le 
cas de N = a ff, p étant un nombre premier quelconque, excepté a , il 
n’y a encore qu’un seul couple de Solutions possibles pour 

x 1 - i = 3K-N; 

et partant, on a, contme ci-dessus, 

i. a.b.c.d... N^"i -Hi =an-N; 

mais pour tous les autres cas de N impair ou simplement pair, on a 

t. a.b.c.d. ..ïT-^7- i = 

- •• 1 'i ‘ ■ •* ‘it-dj'lu'. ••!(»(’ tjlci 'tl, - : 

25. Soit 4 présent N pairement pair ou d’un degré supérieur de pa- 
rité; et soit k le nombre des facteurs simples qui entrent dans la com- 
position de N; on aura d’abord a*"' pour le nombre de toutes les dé- 
conipositions possibles en deux facteurs premiers entre eux, et ptais 
encore a*~' pour le uombre des décompontions en deux facteurs non 
premiers entre eux, mais sans autre commun diviseur que ay donc le 
nombre total des décompositions sera a.a*“' ou a*, et par conséquent 
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toujours pair, et l’on aura 

i.a.b.c.detc. N — i — i = 3K.N. 

26. Ou exceptera pourtant le cas du nombre N = a.a on 4> cara 
cause de la propriété de chacun des binómes x -+- i et x — i , qui est 
de ne pouvoir étrc divisible par a, sans que l’antre ne le soit en méuie 
tei'nps, il est clair que les deux Solutions de i’ - i = 3It.4 sont les 
meines, soit |K>ur la décomposition de 4 en i et 4> soit pour la dé* 
composition de 4 en a et a, cotnme on l’a déja remarqué plus haut , 
pour le cas de N = ap™. 

27. Ainsi, pour notis résumer, le p rotlui t de tous les nombres 
i, a, b, c, etc., N — i, inferieurs et premiers a N, étnnt augmente' de 
Tunitè, est divisible par N dans tous les cas de TV = p ou a p, p étant 
uti nombre premier quelconque ; et dans le cas de N = pT on a pP, 
p étant un nombre premier quelconque, mais autre que le nombre a. 

Pour tous les autres cas , le produit des nombres inférieurs et pre- 
miers a N, étant , au contraire, diminué de, l’unité, est toujours divi- 
sible par N. 

28. M. Gauss, dans ses Disquisitiones arithmeticce , a indiqué cette 
extension du théoreme de Wilson, pour des nombres quelconqucs N ; 
mais cotnme il n’a point ajoutéla démonstration des différents cas, il 
in’a paru assez intéressant d’éclaircir ce théorènie qui dépend essen- 
tiellement de la résolution de 1’équation binóme 

x* - i = 3n.N, 

et du nombre des racincs qu’elle admet suivant la nature du nombre 
donné N. On a vu d’ailleurs comnient cette équation indéterminée se 
résout tout de suite au moyen d’une autre qui n’est que du premier 
degré , et dont la solution s’obtient par les méthodes connues. 

Ahticle V. 

Sur tout Pi les dècompositions possibles d'un nombre en deux facteurs premiers entre eux. 

29. J’ai dit plus haut que le nombre de manières de décomposer 
TV = a*bbcr.t., en deux facteurs P et Q premiers entre eux, était 
marqué par a 4-1 , k étant le 'nombre des facteurs simples o, b c,... qui 
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entrent dans la composition de N. On peut facilement démontrer ce 
théorème , cotnme le fait Legendre, en le tirant comnie cas particulier 
d’un autre théorème oü 1’on considère tous les diviseurs possibles du 
notnbre N ; mais on peut aussi le démontrer directement et de la rna- 
niére la plus simpte , par la considération suivante. Et d'abord , puis- 
que P et Q sont supposés premiers entre eux, on voit que cbaciin «Yes 
diviseurs simples a, b, c t ... ne peut jamais entrer que dans un seul des 
deux facteurs P et Q. Et par conséquent les exposnnts a, §, y,... de ces 
diviseurs simples n’influent en aucune sortc sur le nombre cherché, 
qui est le méme que si Pon avait simplement N = abc... et qui ne dé- 
pend ainsi que du nombre k de ces diviseurs simples a, b, c, -etc.; 
or, si 1’on veut compter maintenant en combien de nianières ce pruduit 
abc... peut étre partagé en deux facteurs P et Q, il n’y a qu’a voir de 
combien de manières on peut prendre les lettres a, b, c,„. une a une, 
ce qui donne d’abord le nombre k; et puis ces mêmes lettres aai, cc 

qui donne — — — et puis ces mêmes lettres 3 a 3, ce qui donne 

*' • * Jy — - i et ainsi de suite jusqu’aux combinaisons k — i a k — i ; 
et 1’on aura d’abord le nombre 



— i.X — 2 
a.3 • 


etc., 


qui sera doublé du nombre des décompositions que Pon considère , 
puisque celles qui répondent aux combinaisons i a i, i i i, 3 
a 3, etc., sont les mêmes qui répondent respectivement aux combi- 
naisons k — i kk— i, k — -xkk — i,k — 3 k k — 3, etc. Donc , si 
Pon ajoute au nombre précédent le nombre a ou i-h, pour compter 
aussi deux fois la dernière décomposition de N dans les facteurs pre- 
miers entre eux i et N, on aura 


i -+- , 


k k — 1 . X — 2 


4- etc. -H t , 


qui sera doublé de toutes les décompositions possibles que nous cher- 
chons. Mais il est évident que cette suite n’est autre cbose que (t i)* 
ou a*; donc, en divisant par a, on a pour le nombre cherché a* - ', 
comme nous Pavions supposé. 
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CHAPITRE II. 

De'monslrations nouvelles des théoiinies qui précédent. 

r 'Quoique les démonstrations que j’ai indiquées plus hant soienl assez 
claires, il me semble qu’on en pourrait encore désirer de plus 
simples et de plus directes, surtout puur des théorèmes si élégants et 
si utiles dans Ia Science des nombres. 

Voicidonc, en premier lieu, une nouvelle démonstration trés-simplc 
du fametix théoréme de Fermat, que j’étendrai sur-le-champ è un 
nombre quelconque N simpte ou composé. 

Articlf. 1*. 

Thiortmc Hc Frrrnat génémhsr. 

I. Soient 

i , a, b, c, d , etc., N — i , 

les n nombres inférieurs et premiers k tin nombre quelconque N. 

Multipliez tous ces nombres par 1’un quelconque d’entre eux, x, 
autre que l’unité; ce qui donnera 

x, ax, bx, c.x, dx, etc., ïtf — i .x, 

il est clair que ces n produits seront tous différents entre eux, et de 
plus premiers a N;et que, par conséquent , étant rabaissés au-dessous 
de N par la division, ils ramèneront dans un autre ordre la première 
suite - 

i,a, b, c, d, etc., N — i. 

Donc Ie produit de ces nouveaux nombres x, ax, br , etc., qui est 
x" (abc... H — i), sera équivalent au produit des premiers (a£cz/...N — i), 
relativement au nombre N ; de sortc qu’oti aura 

x n ( abed ... N — i) = ( abed ... N — i j -t- 3itN, 

et, divisant de part et d’autre par (abed..;'# — i), qui est un produit 
premier a N, il viendra 

x" — i -t- JR/N, 

• • 


Digitized by Google 


SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 33 

3H dcsignant un multiple nécessairement entier. C’est-4-dire que la 
puissance n d’un nombre quelconque x premier a N, étant diminuée 
de l’unité, est toujours divisible par Ti ; de sorte qu’on a toujours 

x" — i = 3H.N, 

ce qu’il fallait démontrer. 

Article II. 

Théorème de fVilson generalis etc. 

'2. On peut démontrer d’une manière aussi simple Ie théorème gé- 
néral analogue au théoreme de Wilson, que j’ai présenté plushaut, 
mais qui embrasse a la fois tous les nombres N simples ou composés. 

Formez tous les produits n — i a n — i, des n nombres i, a, b, 
c, d, etc., N — i, inférieurs et premiers k N; et vous aurez n produits 
différents entre eux, tous premiers a N, et qui, étant rabaissés au- 
dessous de N par la division , reviendraient aux n premiers nombres 
proposés i, a, b, c, d, etc., N — i, mais dans un nou vel ordre, 
ce qui est indifférent pour notre objet. Or il est évident que le pro- 
duit «Ie ces « produits différents est (abcd... N — 1 )"“' ; et comme 
ce produit doit revenir au méme, relativement a N, que le simple pro- 
duit ( abcd ... N — f), il s’ensuit qu’on a 

{abcd... N — i = {abcd... N — i ) -t- 3U.N, 

ou bien 

{abcd... N — i )" = {abcd... N — i )’ -+- 3R-N. 

Mais par le théorème précédent, le premier membre ( abcd ... N — i)" 
est égal ii 1’unité; donc on a 

(abcd... N — !•)* — i = OltN; ’ 

c’est-a-dire que le carré du produit de tous les nombres inférieurs el 
premiers a un nombre quelconque N, étant diminué de l'unité , est tou- 
jours divisible par N. 

3. En considérant les puissances quelconques 

i, bf, cf , etc., N — i f , 

P. 5 
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on déniontrerait de méme que leur sommedonnerait, relativement a N, 
Ie méme reste que la soumie des nombres 

x*, /(!*, j*b' 1 , etc., x* N — i 

et que , par conséquent , Ia différence 

(x^ — i) (i + a’ -t- b 1 -+- etc. -+- N — i *) 
est toujours divisible par N. 

Si N est un nombre premier p. ct q une puissance inférieure a 
p — i, le facteur binóine x* — i, qui ne peut devenir divisible par p 
pour plus de q valeurs de x, ne Ie sera donc point pour tous les 
nombres x, i , a, 3, 4» etc., jusqu’a p — i. Donc, en cmployant pour x 
une des valeurs qui ne donnent point af — i divisible par p, on en 
conclura que la soinme des puissances q de tous les nombres 

i , 3, 4, 3, b, etc., p — ■ i , 

est toujours divisible par p, q étant inférieur a p — i ; et mé me, cotniue 
on le verra plus loin, q étant un nombre quelconque, niais non divi- 
sible par p — i. 

Remarque sur ces dèmanstrations et sur les deux principes qui leur screent de base. 

■f. Les démonstrations précédenles sont d'autant plus remarquables 
qu’elles ne supposent absoluinent que ces deux principes d’arithmé- 
tique : 1’un, que le résultat d'un produit est toujours le méme duns 
quelque ordie que ton multiplie les facteurs; 1'autre, que si deux 
nombres sont premiers par rapport d un troisième, leur ptxxiuil est 
aussi premier par rapport a ce troisième nombre. 

H. I-e premier principe, qui permet dcchanger a volonté 1’ordre de 
plusieurs facteurs a, b, c, d, e, hj saus troubler 1c résultat final de 
1'opération , est pour ainsi dire évident. Car on voit d'abord qu’on 
peut changer 1’ordre de deux facteurs voisins. 

Je suppose, en effet , que 1’opération soit faite en suivaut eet ordre 

ab.c.d.e.h, 

et qu’on ehange 1’ordre des deux facteurs voisins c et d, en sorte qu’on 
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ait actuellemenl 

a.b.d.c.e.h, 

je dis que les produits seront les meines. Oar, supprimez Ie deruier 
facteur h, ce qui ne trouble pas l’égalité, si eile existe; supprimez en- 
suite, el par la menie raison , Ie facteur e ; il siiftil de démontrer l’éga- 
lité des produits abcd et abele ; or, soit p le résultat comniun ab, et 
il ne reste qu’a prouver l’égalité 

p.c .(I — p.d.c ; 

inais le premier prodtiit peut se tigurer aiusi : 

c 

iPPPPPPPP’ 
d \P P P P P P P /’> 

\pppppppp, 

'pppppppp, 

ou l'on voit p pris c fois dans la ligne horizontale, et toute cette ligne 
p x f prise d fois. 

Mais on y voit également p pris d fois dans la ligne verticale, et 
toute cette ligne p X d prise c fois. 

Ainsi, le produit p x c x d, non-seulemeut est égal au produit 
p x d X c, mais il est éneore ulentique avec lui : c’est la inèrne chose 
vue de deux mauiéres difïérentes. 

Actuelleiuent il est clair que le produit de tant de facteurs qu'on 
voudra est identique avec le produit des meines facteurs pris dans nu 
noiivel ordre quclconque. Car, par le théoréme précédent, vous pou- 
vez atnener un facteur quelconque il la place de sou voisin, et par 
conséquent, de proche en proche, a telle place que vous voudrez. 
Vous pourrez donc, sans cliangcr l’un des deux produits, mettre ses 
différents facteurs précisément dans l’ordre oü ils sont écrits dans 
l’autre, auquel cas Tidentité de ces deux produits est manifeste. 

I> l/e secoiul principe se trouve démontré ilan.s les Element s d'Eu- 
c.lidt; j’en ai donné, il y a longtemps, une démonstration facile, qui 

5. 


Digitized by Google 



REFLEXIÖNS 


36 

a déja passé dans qiielques ouvrages , et que je crois devoir rapporter 
iri , 4 cause de sa simplicité. 

Si deux nombres a el b sont premiers d N, leur produit sera aussi 
premier a N. 

En effet, faites la mème opération que si vous cherchiez le plus grand 
contniun diviseur entre a et N; conune, par hypothèse, ils n’en ont 
pas d’autre que 1’iinité , vous trouverez une suite d’équations telles que 

celles-ci : 

a — N.^ -+- R, 

N - R. ? ' - 4 - R', 


R = R'.fl" -t- i , 

oii la derniere présentera nécessairement pour dernier reste Fiinité. 
Multipliez toutes ces équations par b, et vous aurez 

ab = AN q -4- AR, 

AN - AR <f - 4 - AR', 

AR = bK'tf -4- b. 

Or, s’il existait un coinniun diviseur 9 entre ab et N, vous voyez, par 
la première équation, qu’il diviserait nécessairement AR; et par la 
deuxiènie équation, qu’il diviserait nécessairement AR', etc.; et par la 
derniere enfin , qu’il diviserait nécessairement A : ainsi, 9 diviserait 
nécessairement N et A, ce qui ne se peut, puisque A est premier a N. 
Donc ab est premier 4 N. 

Mais on peut encore tirer ce théorème de principes plus simples 
puisés dans la considération de Yordre, comme nous le verrons dans 
le chapitre suivant. 

. Ahticle III. 

Sur le nombre f/ui marr/ur combien kl y a de nombres inferieurs et premiers a un 

nombrr donné. 

7. Quant au nombre n qui marqué combien il y a de nombres in- 
férieurs et premiers a un nombre donné N, on sait qu’il dépend de N 
et des facteurs simples qui entrent dans sa composition : de sorte que si 


Digitized by Google 


SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 3} 

ces facteurs simples sont représentés par a, ë, y, etc., on a toujours 

N (, _ I) (, _ I) (' _ 1) «o. 

Euler a démontré le premier ce théoréme en plusieurs endroits des 
Mémoires de Saint-Pélersbourg. M. Legend re et M. Ganss en ont aussi 
donné la démonstration dans leurs ouvrages; mais il me semble qrt’on 
en peut encore présenter une autre plus simple, et qui s’offre, ponr 
ainsi dire , d’elle-mëme dans la question proposée. 

En effet, si de la suite des nombres i, a, 3, 4>— jusqu’i N, on óte 
tous les multiplesde a; que des nombres restante on óte tous les nud- 
tiples de ë, et ainsi de suite ; il est clair qu’on aura óté tous les nombres 
qui peuvent avoir avec N quelque coromun diviseur. Ainsi les nombres 
restants, qui ne peuvent contenir aucun des facteurs simples de N, 
seront nécessairement premiers a N. 11 s’agit donc d’examiner coinbieu 
il doit rester successivement de ces nombres, a mesure qu'on retran- 
cherait de Ia suite 

t> a » 3, 4> 5, 6 , y, 8 , 9 ,..., N 

tous les multiples de a, et du reste tous les mulliples de ë; et du 
nouveau reste les multiples de y, et ainsi de suite. 

Or, il est évident que le nombre des multiples de a , contenus dans la 
suite précédente, est le sous-multiple a du nombre N de tous les termes, 

c’est-i-dire est ? : car on ne trouve ces multiples de a, qu’en prenatit 
les termes de « en cc, a partir du premier i ; on aura donc, pour le 
nombre N' des termes restante, quand on óte les - multiples de a, 

N'=N-?, 

Ct 

ou bien 

Actuellement , de ces N' nombres il faut óter les multiples de ë; or je 
dis qu'il y en a la mème partie aliquote que dans les N premiers, c’est- 

a-dire qu’il y en a -• En effet, je puis voir ces N' termes comme com- 
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posés de la suite des N premiers, moins la suite des multiples de a qu’on 
a soustraits; or, dans la premiere suite, il y a multiples de S, el 
dans la seconde , qui est aussi une progression arithmétique, il est clair 
qu’il y en a la métue aliquote. Donc, dans les N' tenues qui font cotiuue 
la différence des deux suites, il y en a aussi la mème aliquote, c’ est-a- 

dire y Donc on a. cormne plus liaut, en niarquant par N" le nombre 
des lerines qui restent, 

N" = N' ( i — |) • 

.Mam tenant , de ces nombres restauts il iaat óter tous les multiples de y: 
or je dis que dans ces N" terines restants, il y en a encore la mème ali- 
quote que dans les N premiers et dans les N' seconds; c’est-ii-dine qu’il 

V" 

v en a — Car je puis voir ces N" termes restants comnie cotnposés 
des N' précédents, nioins les ^ multiples de ê qui y sont contenus. 

Or, dans la première suite des N' termes, il est clair, comme ci-des- 
sns, qu’il ya - multiples de y; et dans la seconde, qui est coinpo- 
sèe des j- multiples de 6, il est facile de voir qu’il y en a aussi la tnèuie 
aliquote (carcette suite n’est aulre chose que les multiples de ? pris 
dans Pi, inoins les multiples de § pris dans les - multiples de a); donc, 
dans la différence N', il y a y multiples de y; donc, en ótant les mul- 
tiples de y, on aura pour le nouibre N" de ceux qui restent : 

et ainsi de suite. 

Ainsi l'on a 

N '= N 

('■=)(' -i)’ 

N - =N |i - i) (, - L) (t - 1), etc., 
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pt par conséquent 

*="('- ;)('-«)(' -;)•••• 

cp qu’il fallait démontrer. 

Remarque I. 




8. Cette déraoustration trés-simple résulte, coninip on voit, de ce 
principe que, dans les diverses suites de nombres que 1’on considère, 
il y a toujours la mème aliquote des imiltiples d’un inèine facteur. 
Ainsi, quand des N premiers nombres ou inultiples de » , on veut óter 
les multiplcs de a et compter ceux qni restent, il faut retranchcr une 

parlie - de ces N nombres, ou multiplier N par i — : et parmi ces 

nombres restants, il y a encore proportionnellement autant de mul- 
tiples de ê, qu’il y en a dans les N premiers, et par conséquent il y en 
a une parlie Donc, si 1 ’on veut les óter et compter ceux qui restent , 

il faut multiplier le premier résullat N ( i — par i — et ainsi de 
suite. 

Dans les Mémoires de Saint-Péfcrsbourg pour 1780, je trouve 
qu'Euler a présenté une démonstration semblable qu’il regarde, avec 
raison, comtne la plus simple, et dont 1’idée lui avait élé donnée par 
la manière mème dont se co m pose la formule précédeiHe, qu’il avait 
déji trouvée par une autre analyse. Mais il y a une remarque impor- 
tante a faire sur cette dernière démoustration : c’est qu’Euler y suppose 
précisément ce qui en fait toute la force, je veux dire, qu’il y a ton- 
jours la mème aliquote des inultiples d’un mème facteur dans ces 
diverses suites ou le nombre des termes est N, N', N', etc. ()r cela 11e 
se voit clairemeut que pour la première suite, car les autres cessent 
d’ètre des progressions par diflérencc, et deviennenl de plus en plus 
irrégulières. Ainsi 1 ’auteur oinet le seul point essentie) de la démous- 
tration, le restc n’ayant aucune difficulté, et le lliéoréme 11e se trou- 
vait point par li solidement établi. 

Remarque II. 

9 . I,e nombre N étant par hypothese de la forme N = a i 6“y\.. , 
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l’expression précédente de n, qui est 

»="(■-;) ('-*)(' 

peut se réduire a ce!le-ci 

n — «'“'(« — i).ë^ — ‘ (ë — i).y»— ' (7 — 1)..., 

ou l’on voit faciiement que, si le nombre N = a- ë“ 7’... est partagé en 
facteurs quelconques P, Q, R,... premiers ent re eux, le nombre n, qui 
marqué combien il j a de nombres inférieurs et premiers a N, est égal 
au produit de ceux qui marqueraient de méme combien il y a de 
nombres inférieurs et premiers a chacun des facteurs P, Q, R,... de N. 

Ainsi en indiquant , comme le fait Euler, par le signe o (N) la multi- 
tude des nombres inférieurs et premiers a un nombre N, si 1 ’on sup- 
pose ce nombre décomposé d’une manière quelconque en facteurs P, 
Q, R, etc., premiers entre eux, on a ce théoréme élégant 

?(N)= p(PQR-) = f (P)-?(Q)-?(R).- 

Rr marqué III. 

10 . Si 1 ’on décomposait N dans les deux facteurs 1 et N qui sont 
piemiers entre eux, on aurait donc 

. f(N) = f(i)9(N;, 

d’pu 1’on voit qu’il faut compter 9(1) comme égal k t. Cependant on 
11e pent pas dire qu’il y ait aucun nombre inférieur et premier k 1 ; 
mais on peut dire qu’il y a un nombre premier a 1 et non plus grand 
que 1, et qui est 1 lui-méme; car ces deux nombres t et 1, quoiqu’ils 
soient égaux, doivent être regardés, suivant la définition, comme 
premiers entre eux , puisqu'ils n’ont d’autre cornmun diviseur que 
1 ’unité. C’est, au reste, une propriété qui n’appartient qu’k ces seuls 
nombres égaux. Donc, si 1 ’on veut envclopper aussi ce cas unique 
dans la méme expression commode que j’ai employee jusqu'ici, il 
faut eutendre, par nombre premier et inférieur a un autre , un 
nombre premier a eet autre et non plus grand. Et de cette manière, ce 
cas singulier qui regarde 1’unité se trouvera compris parmi tous les 
autres. 
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Hem rqur IV. 

11 . L’expression générale <lu nombre n feit voir encore que n est 
toujours pair, excepté dans lc cas de 

N = i et N = a, 

on 1’on a 

9(1) = i et <p(a)=i. 

Si N = al , 1 étant tin nonibre impair, on a 

9(N) = 9(1)9 (a), 

et partant 

9 (al) = 9 (I). 

Ainsi il n’y a pas plus de nombres inférieurs et premiers au doublé d’iin 
impair, qu’a eet impair lui-mème. En géométrie . j’ai fait voir qu’il y 
a autant d’espèces de polygones réguliers de N cótés, qu’il y a de 
nombres inférieurs et premiers a N, ou sitnplement la moitié, si Ton 
ne vent compter que les polygones qui font k nos yeux des images dif- 
férentes. On voit donc que, pour les polygones de al cótés, il n’y a 
pas plus d’espèces différentes que pour les polygones d'un nonibre 1 
de cótés, deux fois moindre. Ainsi, il n’y a pas plus d’especes d’hexa- 
gones que d’espèces de triangles; pas plus de décagones que de pen la 
gones, etc. , mais ce sont les seuls cas ou la chose ait lieu ; car a est, 
après 1’unité, le seul nombre qui donne 9 (a) — 1. 

Article IV. 

Sur U nombre de tous les diviseurs possi Hes d'un nombre donne. 

12 . Considérons mainteuant tous les diviseurs possibles que peut 

avoir un nombre N = en y comprenant 1 et le nombre N 

lui-mème. 11 est clair que ces diviseurs ne sont autre chose que les dif- 
férents termes du produit feit tle ces progressions géométriques 

t -4- a -+- a. 1 -t- a’ -+■ a* a J . 

, o- g H- g» + g> -+. g* g». 

i -t- 7 -+• 7’ ■+■ 7* -t- 7* •+■...■+■ 7’, 


P. 


fi 
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D’oü 1 ’on voit, par la théorie des cotnbinaisons, que Ie nömbre tntnl 
de ces termes est exprimé par 

(X-+- i)(f* + i)(v 4- i).... 

Quant a la somme de ces inémes tenues , elle est le produit de nos 
progressions géométriques , et par conséquent 

n^ 1 — i S'»-* -* — i y 1 "*- 1 — l 
• a — | 6 — I 7 — I 

Sur Ie nombrr qui marqué combicn il y a de nombres inférieurs et premiers a toits les 
diviseurs possibles d'un nombrr donné. 

13 . Mais supposons ici qu’on veuille compter corabien il y a de 
nombres inférieurs et premiers k tous ces diviseurs possibles. Si 1 ’on 
ne regarde d’abord que les diviseurs élémentaires qui forment les 
termes de nos progressions, on aura ces différentes suites: 

i -t- 9 (a) 4- f (<*’) 4- f (a.*) 4- ...4- <f (a J ), 
i -t- 9 ( 6 ) -t- 9 (€’) -t- 9 (§*} 4-... 4- 9 (!'*), 

1 •+• f (?) -+■ ? (f) + ? (/) ? (r). 


Or, en vertil du théorème précédent (n“ 9 ), il est manifeste que si 1 ’on 
fait le produit de ces séries, ou aura |K>ur résuluit une suite de termes 
dont chacun marquera combien il y a de nombres inférieurs et pre- 
miers a chaqtie tenue du produit de nos progressions, et par consé- 
quent, a tous les diviseurs possibles de N ; mais chaque série 

j -t- 9 (a) -t- 9 (a*) 4 - 9 (a*) +...4-9 (a') 
vaut 1 -t- (et — 1) -t- « (a — 1) 4 - a* (a — 1) 4-... 4 - «' — 1 >, 

c’est-a-dire vaut 1 plus une progression géométrique dont la somme 
est at 1 — 1 ; donc la première série vaut en somme 1 4- ec l — 1, c’est-a- 
dire a‘ . De méme la deuxièine série vaut en somme o“, et la troi- 
sième f , et ainsi des autres; donc le produit de ces suites, ou le nombre 
cherché, est a ) S''y’..., c’est-Ji-dire le nombre N lui-mème. 

On a donc ce théorème remarquable et qui nous sera utile dans la 
théorie des racincs primitives : 

Si l'on considère tous les diviseurs possibles d’un nombre quelcon- 
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tjue N, t l qu’onveuille campter combien iljr a de nomhres injërieurs et 
premiers n chacun d’eux, on trouvera en somme totale le nombre N 
lui-méme. 

M. Ganss est . je ct'ois, le premier qiii ait douné ce théoreme dans ses 
Distfuisitiones arUhmeticte; inais sa démonstration, qui nous a paru un 
pen diflïcile, dilïere en entier de la précédente. 11 me semble que la 
nótre est aussi directe et aussi claire qu’on puisse le désirer. 

14 . Avant de quitter ce sujet, j’ajouterai encore une proposition 
Irés-simple qui peul aussi servir dans la théorie des nombres. 

On a fait voir plus haut que, si un nombre quelconque N est résolu 
en différents facteurs premiers entre eux, P, Q, R, etc., le nombre n, 
qui marqué combien il y a de nombres inférieurs et premiers a N . 
s’ex prime facilement au moyendeceux qui marquent combien il y a 
de nombres inférieurs et premiers aux différents facteurs P. Q. R,... 
de sorte qu’on a cette formule élégante 

n = f (N) = p(PQR...} = f (P).f (O).? (R).... 

Or je vais démontrer que ces nombres premiers a N peuvent aussi 
s’exprimer a l’aide de ceux qui sont premiers aux facteurs P, Q, Kas 
de ce nombre composé N. 

la. Soient c un nombre quelconque premier a N; et p, q, r,... des 
nombres respectivement premiers a ses facteurs P, Q, R,...; je dis 
qti’on aura, pour 1’expression des nombres e premiers a N, 

e = pQR •+• </PR -4- rPQ 

Eu eflét, il est aisé de voir que le second metnbre sera toujours pre- 
mier a N. Car soit, s’il est possible, 0 un nombre qui divise a la fois 
la somme 

pQR -+■ 7 PR rPQ 

et le nombre 

N = PQR...; 

5 diviserait nécessairement un des facteurs P, Q, R,... puisque ces fac- 
teurs sont premiers entre eux par rhypotlièse. Or, dans l’expressiou 
de e. qui est 

* pQR -I- gPR -+■ rPQ +..., 

- 6 . 
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H ou 1 ’on voit, par la theorie des combi naisons, que Ie nómhre totnl 
de ces tenues est expriroé par 

(X +i)((i+ i)(v -+- i).... 

Quant k la somme de ces meines tenues , elle est le produit de nos 
progressions géométriques,. et par conséquent 

i»^ 1 — i e " 1 " 1 — i y *'*' 1 — i 
• a — i 6 — i 7 — i 

Sur te nombre qui marqué eombien it y a de nnmbres inférieurs et premiers a tous les 
diviseurs possi bles d'un nombre donné. 

13 . Maïs supposons ici qtfon veuille compter eombien il y a de 
nombres inférieurs et premiers a tous ces diviseurs possibles. Si l'on 
ne regai*de d’abord que les diviseurs élémentaires qui forment les 
tenues de nos progressions, on aura ces différentes suites: 

i -t- p (at) + p («’) -t- p (et*) p («'), 

• t -t- p (ë) + p (ë 3 ) p (ë*) “♦"•••“t” p (ëe), 

i -t- p (7) + p (7*) + p (7*) +...+ p (7*), 


Ur, en vertu du theorème précédent (n° 9 ), il est manifeste que si l’on 
fait le produit de ces séries, on aura pour résuluit une suite de termes 
dont chacun marquera eombien il y a de nombres inférieurs et pre- 
miers a chaque ferme du produit de nos progressions, et par consé- 
quent, a tous les diviseurs possibles de N; mais chaque série 

i -+- p (a) -4- p (a 3 ) -+- p (a*) p (a') 

vaut t -+- (a — 1) -t- a (a — 1) -t- a’ (a — 1) a ; (a — 1 j, 

c’est-a-dire vaut 1 plus une progression géométrique dont la somme 
est a J — i ; donc la première série vaut en somme 1 ■+■ u l — 1, c’est-a- 
dire «*. De méme la deuxième série vaut en somme ë>, et la troi- 
sième f , et ainsi des autres; donc le produit de ces suites, ou le nombre 
cherché, est o^ë^y 1 ..., c’est-Ji-dire le nombre N lui-inéme. 

On a donc ce théorème remarquable et qui nous sera utile dans la 
théorie des racincs primitives : 

Si l'on consitlère tous les diviseurs possibles et un nombre i/uekon- 
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tjue N, et qu’on veuille compter combien il y a de nombres inférieurs et 
premiers rt chacun d'eux, on trouvera en somme totale le nombre N 
lui-inéme. 

M. Ganss est. je crois, le premier qiii ait donnéce théoreme dans ses 
Disqnisitiones arithmetiae ; mais sa dénionstration, qui nous a paru im 
pen diflicile , differe en entier de la préeédente. 11 me semlde que la 
nótre est aussi directe et aussi claire qu’on puisse le désirer. 

14 . Avant de quitter ce sujet, j’ajouterai encore mie proposition 
tres-simple qui peut aussi servir dans la théorie des nombres. 

On a fait voir plus bant que, si un nombre quelconque N est résolu 
en différents facteurs premiers entre eux, P, Q, R, etc., le nombre n, 
qui marqué combien il y a de nombres inférieurs et premiers a N. 
s’exprime facilement au moven de ceux qui marquent combien il y a 
de nombres inférieurs et premiers aux différents facteurs P. Q, R,... 
de sorte qu’on a cette formule élégante 

= 9 (N) = 9 (PQR...) = 9 (P ).9 (Q'j .9 (R).... 

Or je vais démon trer que ces nombres premiers a N peuvent aussi 
s’exprimer a l’aide de ceux qui sont premiers aux facteurs P, Q, R,*. 
de cc nombre composé N. 

li». Soient e un nombre quelconque premier 4 N ; et p, q, r,.„ des 
nombres respectivement premiers a ses facteurs P, Q, R,...; je dis 
qu'on aura, pour 1’expression des nombres e premiers 4 N, 

e = pQR + i/PR -+- rPQ + .... 

En eflet, il est aiséde voir quele second membresera toujours pre- 
mier 4 TL Car soit, s’il est possible, 6 un nombre qui divise 4 la fois 
la somme 

pQR -+- 9 PR -t- rPQ +... 

et le nombre 

N = PQR...; 

0 diviserait nécessairement un des facteurs P, Q, R,... puisque ces fac- 
teurs sont premiers entre eux par l’hypothèse. Or, dans 1’expression 
de e. qui est 

* pQR -+- 9 PR -f- rPQ H-..., 

- 6 . 
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D’oii 1 ’on voit, par la théorie «les cotnbinaisons, que Ie nómhre tntnl 
de ces tenues «>st exprimé par 

(X-4- l)(fl4- 0 (v 4- l).... 

Quant a la somme de ces mèmes termes , elle est Ie produit de nos 
progressions géométriques, et par conséquent 

at* ~ 4 ~ l — i — i y — i 

• at — 1 6 — - 1 7 — 1 

Sur le nornbre qui marqué combien il y a dc nombres inférieurs et premiers a tous les 
diviseurs pos si bles d’un nornbre Honnë ♦ 

13 . Mais supposons ici qu’on veuille coinpter combien il y a de 
nombres inférieurs et premiers a tous ces diviseurs possibles. Si 1 'on 
ne regarde d’nbord que les diviseurs élémentaires qui forment les 
termes de nos progressions, on aura ces différentes suites: 

i 4- f (a) 4- 9 (a 1 ) 4- 9 fa*) 4-. ..4- 9 (or), 

• i 4- 9 ( 6 ) 4- 9 (^*) 4- 9 (^*) 4~.. .4- 9 (êe)i 

1 4- 9 (v) 4- 9 (v*J 4- 9 (7*) 4- ...4- 9 (y •), 


Or, en vertu du théoréme précédent (n° 9 ), il est manifeste que si 1 ’on 
fait le prodnit de ces séries, on aura pour résultat une suite de termes 
dont chacun marquera combien il y a de nombres inférieurs et pre- 
miers a cbaque terme du produit de nos progressions, et par consé- 
quent, a tous les diviseurs possibles de N; mais cbaque série 

i 4- 9 (a) 4- 9 (a*) 4- 9 (a*) 4 -. ..4- 9 (a') 
vaut 1 4- (a — 1 ) 4- a (a — 1) 4- a* (a — 1) 4-. ..4- a J ~‘ (a — 1 

c’est-a-dire vaut 1 plus une progression géométrique dont la somme 
est a 1 — i ; donc la première série vaut en somme 1 4- a ‘ — 1, c’est-a- 
dire a'. De méme la deuxiéme série vaut en somme §■“, et la troi- 
sième-/', et ainsi des autres;donc Ie produit de ces suites, 011 le nornbre 
cherché, est c’est-a-dire le nornbre N lui-méme. 

On a donc cc théoréme remarquable et qui nous sera utile dans la 
théorie des meines primitives : 

Si ion considère tous les diviseurs possibles d un nornbre quelcon- 
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que N, el qu’on veuille compter combien il jr a de nombres inférieurs et 
premiers a chacun d'eux, on trouvera en somnie totale le nombre N 
(ui-ménie. 

M. Gans» est , je crois, le premier qui ait doimé ce théoreme dans ses 
Disquisiliones arithmetica ; tnais sa démonstration, qui noiis a paru tin 
pen difTicile, dille re en cntier de la précédente. II me semble que la 
nölre est aussi directe et aussi claire qu'on puisse le désirer. 

14 . Avant de qnitter ce sujet, j’ajouterai encore une proposition 
tres-simple qui pent aussi servir dans la théorie des nombres. 

On a fait voir plus bant que, si un nombre quelconque N est résolu 
en différents facteurs premiers entre eux, P, Q, R, etc., le nombre n, 
qui marqué combien il y a de nombres inférieurs et premiers a N . 
s’expriine facilement au mojen de ceux qui marquent combien il y a 
de nombres inférieurs et premiers aux différents facteurs P. Q, R,... 
de sorte qu’on a cette formule élégante 

« = 9 ( N ) = ?(PQR- •) = ? (P)-f>(Q)-ï> (R)-- 

Or je vais démontrer que ces nombres premiers a N peuvent aussi 
s’exprimer a l’aide de ceux qui sont premiers aux facteurs P, Q, ll« 
de ce nombre composé N. 

la. Soient c un nombre quelconque premier 4 N ; et p, q, des 
nombres respectivement premiers 4 ses facteurs P, Q, R,...: je dis 
qu'on aura, pour Eexpression des nombres e premiers 4 N, 

e — pQR -+■ //PR •+■ rPQ -K... 

En effet, il est aisé de voir que le second membre sera toujours pre- 
mier 4 N. Car soit, s’il est possible. 0 un nombre qui divise 4 la fois 
la somme 

pQR ■+• y PR -t- rPQ 

et le nombre 

N = PQR...; 

5 diviserait nécessairement un des facteurs P, Q, R,... puisque ces fac- 
teurs sont premiers entre eux par 1’hypothèse. Or, dans l’expression 
de e. qui est 

* pQR -+■ q PR -f- rPQ + ..., 

6 . 
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ce facteur P, que 6 diviserait, entre dans tous les termes, hors dans un 
séul ; tous ces termes sont donc divisiblespar S; la somme entièredoit 
l’ètre anssi par hypothese; donc le seul termcpQR oü P n’entre pas 
doit 1’étre anssi : mais ni Q, ni R, etc., ne peuvent l’ètre par 5 puis- 
qn’ils sont premiers a P; donc p devrait ètre divisible par Q, aussi bien 
que P; donc p ne serait pas premier a P, contre 1’hypothèse. Donc 

e = pQR -4- ij PR + rPQ +... 

est premier i» PQR..., cequil JnlUiit dêmontrer. 

16 . En prenant pour p, q, r,... tous les nombres respectivement in- 
férieurs ii P, Q, R,..., on aura, par la théorie des combinaisons, 

? (P).?(Q).f (R).. 

pour le nombre des valeurs de e; et il est aisé de voir que toutes ces 
valcurs seront différentes entre elles relativemcnt au module N. 

En efifet, soient, s’il est possible, deux valeurs 
p QR -4- q PR -4- r PQ -4- ..., 
p'QR -4- 9'PR -4- t'PQ -4- 

q* j donneraient le mème nombre e premier a N ; il faudrait que la dif- 
férence 

[p - p') QR -+- {q - q') PR -4- (r - r') PQ -4-..., 
fut divisible par 

N = PQR... 

et je dis que cela est impossible, a moins qu’on n’ait 
P — p', q - q', r— r', etc. 

(«ar si cette différence est divisible par PQR.... k plus forteraison le sera- 
t-elle par le facteur P ; mais tous les termes le sont par P, hors le pre- 
nner [p— p' QR; donc il faudrait que celui-ci le fut; maisQ, R,... sont 
premiers a P; donc il faudrait que p — p' fut divisible par P, ce qui 
ne se peut, puisque p et p' sont deux nombres différents inférieurs a P. 

Ainsi les deux expressions précédentcs ne peuvent donner le mênie 
nombre e. a moins qu’on n’ait p' = p; et, par unernison toute sem- 
blable, q' — q, r' — r, etc., auquel cas ces expressions se confomlent. 
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Do tic la formule 

e = pQR -+- 9 PR 4- rPQ +..., 

en y prenant pour p un nombre inférieur et premier k P, puur q tin 
nombre inférieur et premier k Q, etc., est 1’expression générale^ des 
uoinbres e premiers iH = PQR..,, et elle n’en donne qu’un nombre 
f (P).^p(Q). 9 !(R)... de diffét+uts , conime cela doit étre. 

CHAPITRE III. 

Déinonstrations nouvelles tirées de la conside'ration de l’ordre. 

II semble que les déinonstrations précédentes sur les premières 
propriétés des nombres soient aussi simples qu’on puisse le désirer. 
Elles rattachent les théorémes k quelqucs principes élémentaires, et 
elles en font voir en quelque. sorte la liaison et la dépendance mutuelle. 
(«pendant il faut convenir que 1’esprit n’est pas encore ronduit dafis 
cette matière par une analyse bien directe, et qu’on ne voit pas ce qin 
a pu donner 1’idée de ces théorémes qui paraissent si curieux et si im- 
portants dans la théorie des nombres. Sans doute la considération des 
resles que donne la division des puissances successives d ’1111 nombre 
par un inéme diviseur premier se présente assez naturellement en 
arithmétique, et c'est par la que les géomètres paraissent avoir com- 
mencé cette première partie de la théorie des nombres. Mais il me 
semble que ces théorémes out une source plus profonde dans Ia Science 
des mathématiques, et qu’ils doivent tenir k des principes d’un ordre 
plus élevé, de manière k ce qu'on voie que ce n’est point par hasard 
que 1’esprit s’ est attaché k ces spéculations, qu’elles ne sont point de 
pure curiosité, mais puisées dans la nature meme des choses, et 
qu’elles forment une partie fondamentale de la Science rnathématique 
considérée de la manière la plus générale: et, pour en donner une 
idéc, je vais présenter de nouvelles déinonstrations, uniquement ti- 
, rées de' la considération de 1’ ordre qu’on peut observer actuellement 
entre plusieurs objets. 

I. Considérons donc plusieurs objets a, b, c, d, e, etc., situés d’une 
manière quelconque dans 1’espace, et regardons-les d’abord dans un 
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certain ordre tel que celiii-ci : n, />. c, tl, e. etc., de manièrtfqii'après a 
vienne b, ensuite c, ensuite //, etc. : et ooinme ici notis n’avons en vue 
qne Ie noinbre et l’ordre, supposons quo tous ces objets soient éganx. 

.( égalos distances 1’un de l’autre, et simplêment représentés par N 
points a, b, c, d, etc., rangés en cercle, Vit formant ainsi les som- 
inets d’un polygone régulier de N cótés. 

Ola posé, si a partir de l’iin d’eux , coiiTuie du point a par exeniple. 
on va de 1'nn a 1’autre en les prenant successivernent de a en a , ou de 
i en '5, ou en général de h en h, et que eet intervalle constant h par 
iequel on saule soit premier .i N, je dis qu’on passera nécessairement 
par tous les points a, b, c, d, etc., avaut de revenir au point n d’ou 
Ton est parti. 

En elfet, supposons qu’on ne passé que par une partie de ces Ti 
points ou soinmets , c’est-a-dire par un notnbre n d’cntre eux, n étant 
inférieur a Ti ; on aurait donc foruié un polygone régulier de n cötés, 
et dont chaque cöté répondrait a un nombre h de cótés consécutifs sur 
le premier polygone. En suivant Ie contour entier de ce polygone, ce 
qui vousfera faire une ou plusieurs fois le tour du cercle, vous pour- 
riez donc compter mi nombre nh de points sur la route parcourue; et 
comme vous ètes revenu au point dedepart, par hypothese, vous au- 
riez ainsi ce nombre nh égal a un multiple exact des N points de la 
circonférence entiere. Ainsi il faudrait que nh fut un multiple de N ; 
inais h est premier a N et n est inférieur a N ; donc le produit nh u'esl 
pas divisible par N, et par conséquent n’en peut ètre un multiple. 

Donc, pour que le produit nh soit un imiltqde exact de N, tel que. 
</N. il faut nécessairement que n soit égal a N, etalors il s'ensuit que »/ 
est egal a h. D’ou 1’on conciut ce tbéoreme : 

Si /'on a Ti points ranges en cercle, et qu’on les joignc de h en h, 
h étant premier d Ti, on passé nécessairement par tous les N points avant 
de retomber sur le point dedepart; et Ion fait nécessairement hfois le 
tour entier de la circonférence. 

• 

‘2. Réeiproquement, si en joignant Ti points de h en h, on passé par * 
tous ces points avant de revenir au premier, h sera nécessairement 
premier a Ti. Car alors h ne pourra mesurer exactement de multiple 
de Ti. qui soit moindreque 4 x N; et par conséquent la plus grande 
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aliquote cle h qui (misse inesurer N, sera 1’aliquote ^ on l’unité; et 

par conséquent h et N seront premiers entre eux. 

Si (lonc en joignant ainsi plusieurs points par des intervalles quel- 
conques égaux, on uc peut jamais revenir au premier saus avoir passé 
par tous les autres, on peut assurer que tous ces points sont en nombre 
premier nbsolument : ce qui donne une espèce de déiinition géomé- 
trique d un nombre premier. 


3. Si h et IJi ne sont pas premiers entre eux, je dis qu’en joignant 
les N points de h en h, on ne passera que par - rf entre eux ; 0 étant 

Ie plus grand comniun diviseur des^deux nombres h et N. 

II est bieu aisé de déduire cette proposition de la premiere, oü h 
et N sont premiers entre eux; tnais on peut aussi la démontrer direc- 
tement de la manicre suivante, et comprendre ainsi en un seid les 
deux théorèmes dont il s'agit. 


Dëmonstration. Portez h sur la circonférence N jusqu’a ce que volts 
reveniez au point de départ (ce qui ne peut jamais manquer d’arriver 
apres avoir fait h fois le tour du eerde au plus); vous au re?, donc fait 
un certain nombre de fois q, le tour de la circonférence, et vous aurez 
le plus petit multiple q N que vous puissiez mesurer par le nombre h; 

donc la plus grande aliquote de h qui pourra mesurer ”N sera*- et par 


conséquent - sera égal au plus grand commun diviseur de h et de N ; 
* * 
de sortc qu’oti aura , 



Or, si l’on désigne par x Ie nombre des cótés h du polygone qu’on 
aura formé, lequel nombre x tnarquera aussi celui des sommets ou 
points parjesqucls on aura passé, on aura évidemment le produit xh 
égal au multiple q N de la circonférence N : ce qui donne, a cause de q 

égal i le .■ 



et par conséquent, 


N 

»' 
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Ainsi 1’on ne passera que pai' un iiombre x de points marqué par - > 
et 1’on aura fait le tour entier de la circonférence un nornbre de fois <y, 
marqué par cc qu’il JalUiit demonteer. 

t. Cette démonstration est générale pour deux nombres quelcon- 
ques/i et N. Si leur plus grand coinmun diviscur 0 est égal a 1’unité, 
les deux nombres sont premiers entre cux , et alors, a cause de Q = r , 
on a x = N, et <y = hy ce qui redonne, comme consérpience, le pre- 
mier théorème qu’on avait démontré. 

5. On peut remarquèr encore que cette démonstration ne suppose 
aucune propriété des nombres ni aucun théorème d’arithmétique , pas 
niéme cette théorie du plus grand coinmun diviscur que nous devons 
a Euclide. Elle donnerait méme, au besoin, pour la recherche 'de ce 
coramun diviseur, une régie nouvelle qu’on pourrait suivre en arith* 
métique et en geometrie , et qui ne paruit pas moins élégante. . 

Régie nouvelle pour trouver la plus grande commune mesure de deux grandeur s, ou le 
plus grand commun diviseur de deux nombres donnés. 

(>. Soit a trouver la plus grande commune mesure de deux gran- 
deurs A et B; portez 1’une d’elles A sur 1’autre B, et si elle y est con- 
tenue exaclement un certain noinbre de fois, la grandeur A sera elle- 
niéme la cominune mesure. Mais s’il y a un reste, au lieu de prendae 
ce reste et de le porter sur la première A, comme on le fait ordinai- 
renient , portez loujours la niéme grandeur A, non plus sür ia grandeur 
siinple B, mais sur le doublé de B; s’il n’y a pas de reste, la moitié 
de la première A mesure Ia seconde B, et c’est la plus grande commune 
niesiire. S’il y a encore un reste, continuez toujnurs de porter A, 
mais sur le triple 3B de la seconde B; si elle y tombe mi nombre 
exact de ibis, le tiers de A sera la commune mesure de A et B, et ainsi 
*\ de suite : de sorte que si la première grandeur A ne commence a me- 

Mirer jusle que le multiple raB de la seconde, £ sera nécessairement la 

plus grande commune mesure des deux grandeurs A et B. 

Et , en effet, s’il y avait une autre aliquote de A qui put mesurer B, 
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felle que 1’aliquote et qui fut plus grande que ce qui donnerait 

m' < m; alors. comme ^ mesurerait B, il est évident que A m esure rait 

exactement r/i'B, et par conséquent un multiple de B, plus petit que 
le multiple n*B: or cela ne se peut, puisque «iB est le premier, et par 
conséquent le plus petit multiple de B que vous ayez pu mesurer par 

la grandeur A. Donc * est la plus grande commune mesure S tles deux 

grandeurs A et B. 

Si, au lieu de prendre la grandeur A pour la porter sur B, on 
prend B pour k potter sur A, ou aA, ou 3A, ou etc., jusqu’a ce qu’on 
rencontre le plus petit multiple nA que B mesure exactement , on aura 
£ 

de méme - pour Ia plus grande commune mesure des deux grandeurs 
proposées. 

D'ou 1’on voit, en comparant cette seconde expression a la pre- 
mière, que le rapport ^ sera exprimé par k fraction fraction qui 
se trouvera toute réduite a sa plus simple expression. 

7. En ope'ranl sur les nombres, on diviserait le nombre B par A, on 
aurait-un certaiii quotiënt et un reste ; on ajouterait k ce reste le divi- 
dende B, et l’on continuerait de diviser par A, et ainsi de suite jusqu’a 
ce qu’on parvint a une divisiou sans reste; alors on diviserait A par le 

..nombre m de divisiou* effectuées, et ~ serait la plus grande partie 

de A capable de mesurer B, ou le plus grand comiuiin diviseur des 
deux noudires A et B. Mais le procédé serait plus long que par la mé- 
thode ordinaire. 

_ • • % * 

8. En Geometrie, 011 prendrait une ligne indéfmie sur kqueile on 
porterait successivement des parties égales a 1’une B des deux ligries 
donuées; on porterait eiisuite 1’autre ligne A, a partir d’tm point de 
divisiou , jusqu’a ce qu’on retombat sur un «utre point de division, et 

si eek arrivait aprésavoir mesuré k longueur m B," — serait la coui- 

* • 

mime mesure. y. ( 

P. * 2 
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9. Mais comme il faut ton jours ajouter la ligne B a elle-mérne, ou 
prendre sur urïe ligne indéfinietouslesmultiplesdeB,il estbien plusclair 
et plus simple de re présenter la ligne B par une ligne fennée rentrante 
sur elle-tnême, telle, par exemple, que la circonférence d’un cercle; 
on, si B marqué un nombre, de le représenter parB points rangés régu- 
lierement sur cette circonférence; alors on trouye sur la même figure 
finie, l’intinité des midtiples de cette ligne, ou de ce nombre, en faisant 
toujours le tour du inéme cercle. Ainsi l’on portera la longueur ou le 
nombre A sur la circonférence B, a partir d’un point quelconque^ 
jusqu’k ce qu’on revienne au point de départ; alors on .aura faft ,un 
certain nombre in de fois le tour de la circonférence, et 1’on aura le 
plus petit multiple r/iB qu’on puisse mesurer par la grandeur A ; et par 

conséquent, on aura ^ pour la plus grande commune mesure de A 
et B. 

De cette manière, l'opération est plus simple que 1’opération or- 
dinaire; car, suivant le procédé connu, il faut porter A sur B, et puis 
le reste r sur A, et puis le nouveau reste r' sur le précédent r, et puis r" 
sur r', et ainsi de suite ; mais ici vous portez toujours la méme gran- 
deur A sur la méme grandeur B, rentrante en elle-métne, jusqu’a ce 
quevousretombiezaupojntdc départ, ce qui ne fait qu’ilne seule et 
méme opération. (1 ne s’agit donc que de compter combietrde fois vous 
avez fait le tour de B. et, si ce nombre est m, la rn‘ im ’ partie de A est la 
plus grande commune mesure. Si l’opération n’a pas de firn, les deux 
grandenrs sont incommensurables. 

Mais je passé k d’autres propriété* des nombres, toujours déduites 
de la simple cousidération de 1'ordre. 

10. Et d’abord, ce théorème d’Euclide, nappelé au n" 6 du cha- 
pitre précédent, peut se voir de la manière la plus évidente. 

Car soient toujours nos N points rangés en cercle dans 1’ordre a, b, 
c, ri, e, etc.; si, k partir de 1’un d’eux, vous prenez ces points en les 
jpignant de * en a, a étant un nombre inférieur et premier a N, vous 
passerez, comme on 1’a dit, par tous les autres, et vous formerez ainsi 
un nouveau polvgone régidier de N cötés. Actuelleinent, si dans ce 
nouveau polygone vous prenez les points de € en ë, S étant aussi pre- 
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mier a N, vous aurez un troisième polygone de N cótés. Or H est évi- 
dent que prendre d’abord les sommets.de a en a, et ensuite , dans le 
polygone qui en résulte, les prendre de ë en 6 , revient au tnème que 
de pfendre tout d’un coup les sommets de aê en aë dans le premier 
polygone qu’on a copsidéré. Donc, puisqu’en prenant de aë en aë, on 
passé par tous lesN points, il s’ensuit, n* 2 , que le produit aë est un 
nombre premier a N. On a dope ce principe fondamenta! dans la 
théorie des nombres : Si deux nombres a et ë sont pr emiers a un troi- 
siern* nombre N, létrr produit aë est aussi premier d ce troisième. D’oü 
l’oh peut tirer cette suite de conséquences : 

Que taait de nombres qu’on voudra, premiers k un autre nombre N. 
donnent leur produit aussi prenïier par rapport 4 ce nombre N ; 

Que x étant premier a N, toutes les puissances af, a‘, a*, etc., sont 
aussi premières a N ; . 

. Qu’lin nombre quelconque M ne peut s<? résoudre que d’une seule 
maniére en facteurs premiers ; * , 

Que les racines des puissances impariaites ne peuvent ètre expruuées 
par des fractions , et que, par conséquent, elles sont incommensu- 
rables avec 1 ’unité; etc., etc. 4 . • . 

f 

11. Le th'éorème général d’Euler, exprimé par 1’équation * 

... x" — I =3RN, - • - , . 

. 'f ‘ » ‘ . 0 

oii ri marqué combien il y a de nombres inférieurs et premiers AM, 
et 3T-N un multiple quelconque de N, peut aussi se démontrer d’une 
manière simple et lumineuse par cette mime considération de Pordre. 

Car soient N points a, b, c, d, e, ■ƒ,• g,~etc.,' u, rangés en cercle et 
formant ainsi les söinmets d’un polygone régtdier de N cótés, et sup- 
posons que x déaigne un nombre quelconque inférieur et premier a ff. 
Prenez ces sommets a partir de 1’un quelconque d’entre edx , en les 
joignant de x en x, ce qiu vous donnera un second polygone régulier 
de N cótés. De ce second polygone tirez-en un troisieme, en y jirenant 
encore les lettres de x en a:; et de celui-ci, par la mème loi, un qua- 
triéme, et ainsi de suite, jusqu’a oeque vous retombiez sur le premier’ 
polygone d'oii vous ëtes parti; vous aurez forffie ainsi un certain 
nombre ri de polygones tous différents.- Qr, ou ces polygone? feront 
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tous ceux qu'on pei»t former en joignant les sotnmets par toits Ie# in- 
tervalles passi bles inférieurs et premieés a N, et alors on aura 

rt = n; 

ou bien ils n’en feront qu’une partie, et alors je djs que cette partie 
sera une aliquote de n, de sorte qu’on aura 

* n'0 — n. 

En effet , prenez un des n polygones qui n’existe pas dans Ie groupe 
des n' polygones différents que vous avez forniés, et tirez-en, par la 
inéme loi que tont a l’heure , n' polygones réguliers ; il est clatr d’abord 
qu’ils seront tous différents entre eifx; et ensuite, il est aisé de voir 
qu’ils seront tous différents des premiers, car si un seul polygone de 
ce second groupe pouvait revenir a l’tin de ceux qüi sont «lans le pre- 
mier, comine on déduit toujourspar la méme loi, le groupe entier re- 
viendrait nécessairement au premier, ce qui est impossible puisqu’on 
y part d’un polygone qui n’est point dans le premier groupe par hy- 
pothese. On démontrera de mème , s’il reste encore d’autres polygones 
réguliers, qu’il y en aura n' nouveaux, et ainsi de suite jusqu’é ce 
qn*il ij' en reste plus. Et comme il n’y a en tout que n polygones dif- 
férents de N cótés, il en résulte que le nombre n' de ceux qu'on as- 
semble en prenant les somtnets de x en x est nécessairement une partie 
aliquote du nombre n. 

12 . Or, il est évident que si dans un polygone on prend les som 
mets de x en x, et que dans Ie polygone qui en résulte, on premie 
encore de x en x, et ainsi de suite, ce procédé revient au mème que 
que si 1’on tirait directe ment tous les polygones dn seul premier, mais 
en y prenant les sommets: i° de x en .r; a“ de x J en „r 1 ; 3° de x* 
en x *, etc., et enfin de x* en x". Mais, par hypothese, eu prenant les 
Sommets de x*' en x", on retombe sur le polygone mème d’oü l’on 
est parti comme si Ton y eüt pris sunplement les sommets de i en i ; 
donc lintervalle x" par lequei on saute d’un point 1’autre, revient 
♦ ï 1’uhité relativemeiit au nombre N, c’est-a-dire est égal a i plus un 
multiple de N; de sorte que 1’on a 
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Or,.puisque x" revient & l’unité, il est évident qu’une puissance quel- 
conque de x"' revient aussi k 1’uqité; donc (je* )*, ou x", revient k i 
relativement a N, c'est-a-dire qu'on a toujours i’équation 

x» - i = 3ICN, 

quel que soit Ie nombre entier x premier k N ; te qu’il jallait de- 
montier. 

Ainsi l’on a de ce beau théorème une démon stration puisée dans les 
premiers principes de la cbose, et rendue, pour ainsi dire, sensible par 
la considération des divers polygones réguliers d’un même nombre 
de cótés.. Otte idéé simple de passer, par la mëme loi , d’un polygone 
a 1’autre, en y marchant toujours par le mèqae intervallc, nous mén* 
directeinent k l’idée des puissances , des rcsidus, des inultiples meines 
de l’unité, etc. D’ou il parait, commeje 1’ai déjk remarqué dansd’autres 
Mémoires, que la théorie de 1’ordre est la source naturelle des propriétés 
des nombres, et des principes fondainentaux de 1’analyse : vérités qui 
recevront sans cesse un plus grand jour. 

13. En attendant, nous pouvons encore démontrer de la mëme 
manière que si a, b, c, d, etc., H — i sont les n nombres inférieurs 
et premiers a un nombre quelconque N, 1’un ou 1’autre dgs deux 
nombres - 

t.a.b c.tlelc. N — 1 ±: , * • , % > • 

est toujours <divisible par N. 

En effet, soiént N lettres rangées en cercle et marquant les augles 
d’un polygone régulier de N cótés. Prenez les angles de a en a, et 
comme o est premier a N, vous fornjerez un secomi polygone régulier 
de N cótés. ActueUement , dans ce second polygone, il est évident que 
vous pouyez prendre les lettres de x en x, de manière a retoiober sur 
le premier polygone; mais, par ces deux opérations, vous aurez pris 
les lettres de ax en ax ; donc, puisque vous retombez sur le premier 
polygone, prendre les lettres de ax en ax revient a les prendre 4e i 

« L • 

en i. . • . •’ . ..; . 

Donc, si a est premier k N, il y a toujours un autre nombre x aussv 
premier k N et qui est tel que 


ax — 3ilN -+- i. 
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14. Mais ,il peut arriver que le nombre x soit encore Ie menie 
que a, alors on aurait .< 

cl' = otlN -+- i. 

Dans ce cas, prenez les lettres de a en a, comme ci-dessus; mais dans 
le second polygone qui en résulte, au lieu de les prendre encore de a 
en a pour retomber sur le premier, prenez de N — a en N — a, et vous 
reloinberez sur le premier polygone renversé, et par conséquent, vous 
aurez le produit a (N — d) qui reviendra a — i ,• c’est-a-dire qu’on 
aura • - 


a x N — a = 3nN — i . 
f)onc, dans tous les cas, les nombres 

i , a, b, c, d, etc., N — i 

|>euvent loujours s’associer deux k deux de manière que leur produit 
revtenne & ± i ; donc aussi le produit total a.b.c.d etc. N — i revien- 
dra nécessairement a ± i, c’est-a-dire sera de la forme 3H.N ±. i;_ce 
<juil Jallait démontrer. 

lo. Quand N est un nombre premier p ou une puissance d’ün. ' 
nombre premier p supérieur k a , vous ne pouvez jamais trouver qiie 
les nombres i et N — i qui soient tels que leurs carrés reviennent a 
l’unité ; saus quoi vous auriez e 

au».’ * 

X 1 — I = (x -+- l) (x — l) 

SL' • 

divisible de plus de deux manières par p ou p m , ce qui ne se peut, 
puisque, .jr +■ i el x — i ne pouvant avoir au plus que le cornmun di- 
vijeur a, vous ne pouvez rendre le produit de ces binóme^ divisible 
par p ou ƒ/" (ju’en faisant ,oux+i«s OHM, ou i - i = 3R-N, ce qui 
ne |ieut dunner que deux valeurs de x au-dessous de N : ainsi, quand 
N p. ou p m , on a 1'équatiou 

a.b.c.d... = 3RN -+■ i, 

» . ■% -*ï „ *. - tfv ' * », 

puisque, ces nombres a, b, c, etc., s’associent loujours deux a deux, de 

manière que le produit revient a 4- i ; donc, en multipliant par i et 
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N — ï, on aura 

OU 


T .a.b.c.d... ff — i = 311 N — i, 
i ,a.b.c.d... N — ■ ■ = Sl^N. 


On ferait voir la même chose pour le cas de N = i p* ( p étant > a). 


Solutions nouvelle s de l’ét/uation indéterminéc du premier degrè d deux inconnues. 

* 

16 . De cette même considération de 1’ordre on peut tirer une so- 
lution nouvelle, et en quelque sorte géometrique, de 1’équation indé- 
terminée du premier degré a deux inconnues x et y. Cette solutkui 
n'est, en effet, qu’un corollaire de la proposition énoncêe plus haut a. 
la fin du n° 13 , maïs il n'est pas inutile d’en présenter ici la démons- 
tration expresse. 

ï-a forme générale de 1’équation indéterminée dont il s’agit est , 
t oni me on sait, 

Lx - Mj = N, 

oü 1’on doit supposer les deux coëfficiënt» L et M premiers entre eux ; 
car s’ils avaient un commun diviseur 0 autre que 1'unité, il faudrait 
que N fut aussi divisible par 0, sans quoi 1'équation serait évidem- 
ment impossible en nombres entiers x et y. Si donc 1’équation est 
possible, le plus grand commun diviseur des deux coefficients de x 
et y divise toute 1’équation ; de sorte qu’en le supprimant , on a une 
autre équation équivalente oü les nouveaux coefficients L et M sont 
premiers entre eux. II suffit même de résoudre la simple équation 

Lx — My = i , 

paree que si 1’on en trouve les racines x.et y, on n’aura qu’a les mul- 
tiplier par N, ce qui donnera Nx et Ny pour les racines de la proposée. 

Première solruion. 

17 . Soit donc a résoudre 1’équation indéterminée 

Lr — flly = i , 

#t supposons , par exemple, qu’on veuille avoir d’abord Ia valeur de x 
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•Ie premis une suite de points 

a k c ti e J g... u, 

en nombre M coëfficiënt de 1’autre inconnue y, et, a partir du pre- 
mier point a, je joins ces points, non pas de suite, mais en sautant de 
1’un a 1’autre par l’intervalle constant L qui est le coëfficiënt de x ; et 
commeL est premier a M par hypothese, je passé nécessairement par 
tous les points avant de rotomber sur le point de départ, et je forme 
ainsi un nouvel ordre ou polygone du méme nombre M -de sommets. 
Or, si dans ce nouvel ordre je joignais les points en allant de 1’un a 
1’autre par rintervalle X qui v sépare a de />, ü est clair que je retom- 
berais sur le premier ordre ab c de /..., coinme si dans ce premier 
ordre j’avais pris simplement les |>oints de suite ou de i en i . Donc , 
puisque la doublé opération d’aller de L en L dans le premier ordre, 
et puis de ). en X dans le second, revient a marcber tout d un coup 
de Ij), en LX, le produit LX revient a 1'unilé relativement au nombre M, 
c'est-a-dire qu'on a 


J,X — i plus uncertain multiple de M, 


et par conséquent 






jf-. 


pour la plus petite valèur de x qui satisfasse » la proposée; et de la 
on tirerait sur-le-champ 

r ' * > 'X - 

i'>)ij8iu»4 ‘jiqmiK m u'i' 


LX — f 

y =— =- = p 


m 


pour la plus petile valeur u de y, conjuguée a cette valeur X de ar. 

Au rest*, il est clair qu’on pourrait trmiver la valeur de y aussi 
directement que celie de x, en considérant un polygone de L sommets 
abc d... u, et les joignant de M en M coëfficiënt de_y-; ce qui dojine- 
rail un nouvel ordre de ces L sommets. Car, dans ce nouvel ordre, si 
1’on prenait 1'intervalle p. qui y sépare o, non pas de b qui suivait a 
dans 1’ordre primitif, mais de u qui 1’y précédait, il est clair qu’on 
retomberait sur le polygone reuverse a o>... ede />, comrae si 1’on avait 
marché de — i en — i dans l’ordre primitif. Donc p sera la plu* 
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petite valeur de jr qui résoudrait i'équation 
M/ - Lr = - 1 , 
er pai conséquent I’équation 

Lx — M y = i , 
qui est la proposée méme. 

Connaissant les deux plus petits nornbres X et p. qui satisldul en- 
semble a la proposée , on aura , pour toutes les autres valeurs pos- 
si bles de x et y qui jouissent de la méme propriété, 

x = X -+- i M, 
jr — •+• »L; 


1' étaut iin nornbre entier quelconque, positif ou négatif. niais qu’on 
doit toujours prendre le méme dans les deux expfessions. 

. - , • . i«* .1 . 


ExtmpU. 


18 . Pour éclaircir la régie par une application tres-simple , soit, 
par exemple'i» résoudre I’équation indéterminée 


iax - 7 jr. = 15 , 
je prends 7 points dans l’ordre 

i * * '* 

• a b c d e J g, , 

et de eet ordre, en y ailant de ia eu ia, oii, ce qui revient au inéiiie, 
de r > en 5 (a cause de 11= 5 i un multiple prés de 7), je- tire l’ordre 
nouveau 

a f d b g e c, 

1 1 

ou je vois que l intervalle qui sépare a de b est i; que par conséquent 
le plus petit nornbre x qui satisfait k la proposée est x = 'i : et de la , 
par la proposée méme, je tirerais tout de suite y = 5 |>our la plus pe- 
tite valeur de y conjuguée a la valeur de x. 

Si Pon avait votilu trouver directement jr, on aurait pris uue suite 
de puin is , 

... • i a Jt c M |« f g h i k.l 

P. 8 
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au nombre de ia, coëfficiënt de 1’auire inconnue a ; et , let joignant 
de 7‘en 7, oti aurait trouvé 1’ordre nouveau 

akchemgbidl/, 

oii 1’on voit que la distance qui sépare n, non pas de b qui Ie suivait 
dans 1’ordre primitif, mais bien de m qui 1’y précédait, est égale au 
nombre 5 : d’oü résidte y = 5 pour la plus petite valeur de y qui ré- 
soudrait 1’équation 

7 jr-ixr= - 1, 
on, en changeant les signes, 

i2X — iy =. 1 , 

qui est la proposée ménae. 

On peut faiee d’autrea exemples, et 1’on. tronvera que la méthode 
est assez prompte, pourvu qu’un des deux coefficients L et M soit tin 
nombre peu considérable. Car, en se bomant alorsa ne chercher, par 
cette voie, que 1’inconnue affectée du grand coëfficiënt, on n’aura 
besoin de marquer des points a, b , c,..., u, qu’en nombw? égal au plus 
petit, ce qui fera connaitre la première inconnue ; aprés quoi 1’onpourra 
tirerl’autre de 1’équation même. Mais si lescoefficientsétaient tous deux 
un peu grands, il faudrait ranger par ordre beaucoupde points a, b, c, 
d,e,...,w, ce qui serait long et fastidieux, ou même impraticable. 
Toutefois la solution n’eu est pas moins curiense dans la théorie, par 
les rapprochements qu’on en peut faire ave», les Solutions aritbmé- 
tiques déji connues. 

Seconde solution. 

19. Au reste, on peut encore déduire du théorème donné au n°ll, 
une nouvelle solution de 1’équation indéterminée 

Lx — My = 1 . 

Car,. dans le polygone de M cótés, joignez les sommets de L en L, ce 
qui donne un deuxième polygone: dans celui-ci, joignez encore de I. 
en L, ce qui donnera un troisiètne polygone; et continuez ainsi jus- 
qu’i l’opération m‘ tme qui vous fera retortiber sur le polygone primitif. • 
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Comine Ie résultaf de ces m opérations sera Ie roéme que si vous aviee 
marché (out H'iin coup de L* en 1T; il «’emiiit que 1‘intervalle 1/* 
revient it 1’unité relativement a M. Donc, pour troirver x, an liet» 
d’écrire que l«r doit reveWtr k t, vous pouvez écrire que I«r dolf re- 
venir a L", et alors il est évident que. rretienta L"’-'. 

Ainsi la plus petite valeur de x peut se trmiver en formant Ie m~ 
|)olygone dérivé , y prenant deux sommets eonsëcutifs , et regardant ii 
qnelle dhrtance ces deux sommets sé tröuvent l’nn de I’antre dans Ie 
polygone primitif; cette distance seia Ie nombre cherché x. 

Voila donc, en apparence, uhe seconde solntion géométrique de 
Téquatton indéterminée 

•di .i* ■■ ismavd aw . i — •M maseb twp W sbéonaMiuQ al mats \ 

Lr-My=i; . 

inais il est aisé de voir que cette solution fabrégée comine elle peut 1’ètre) 
ne différe point de celle qu’on a donnée plus bant. Car ici le polygone 
pnmitif pouvant étre regardé comine étant le m‘ imr dérivé, et par 
conséquent comine celui qui vient après le m — i Umt , il est clair que 
les deux polygones qu’on emploie ici pour avpir x sopt deux poly- 
gones dérivés consecuti/s. Or, puisque tous nos polygones naissent 
l’un de l’autre par la mème loi, on peut employer de mëmedeux autres 
polygones consécutifs quelconques , tels que le premier et le sec on d ; ce 
qui nons rarnéne précisémenta la solntion géométrique du n" 17. 

20. Mais, en arithmétkpie , l'expreaaion 

* x — LT-' „ 

nous donne cette régie nouvelle pour trouver x : Faites les puissances 
successives L, L*, L*, etc., en rabaissant a mesure au-tlessous rie M 
par la division, et continue» ainsi jusqu’ii ce que vous trouviez le 
reste i ; le reste précédent sera la plus petite valeur de x qui résout 
la proposée • v 1 

Lx — M y — i . 

Quant ii cette puissance m jusqu’a laquelle il laudra monter pour 
obtenir L* = i, elle dépend des notnbres M et L. Si 1’on désigpe 
par u le nombre qui marqué combien il y a de nombres L inférieurs 
et premiers a M, on peut dire, en général , que m sera toujours une 

8 . 
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aliquote du nombre p, «t cette aliquote ne pourra s’élever jusqu'au 
nombre p lui-tnème que dans le cas oti M serait un nombre premier, 
ou une puissance de nombre premier, ou le doublé d’une telle puis- 
sance. ; et, mème dans ces cas, on n’aura m = p que pour autant de 
nombres L qu’il y aura de nombre* inférieurs et premiers è p. Dans 
tous les antres cas, m sera inférieur a p; il en sera tel ou te! sous-inul- 
tiple, suivant la nature du nombre L comparé au module M 

On trouverait de mème, pour i’expression directe de 1’autre incon- 
nue_y, 

l étant la puissance de M qui donnera M' = i, relativement au mo- 
dule L; etc., etc. 

CHAPITRE IV. 

Théorie des équations binómes. 

ïe reviens ici a la théorie des équations binómes, et je vais cher- 
cher les propriétés de leurs racines par la forme méme de ces éqtia- 
tions. 

. Asticle I". . . 

Des équations binómes raf portret h un module premier p. 

I. Soit 1’équation binóme indéterminée je* — « = Oltp, et dési- 
gnons par r'une quelconque des racines de cette équation. 

Je dis d’abord qu’on ne peut avoir en méme temps 

r" = i ■+■ W-p, et r A = i + 
d moois quon n'ait aussi 

r* = I -+• onp, 

6 étant le plus grand conunun diviseur de n et k: 

Car soit i le reste de la division de n par h, de manière qu'on ait 

n — kq - 4- i, 
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il esl clair que des deux équations supposées, on tirerait 

r‘ = i -4- Oli. p ; 

et . en effet , la première pourrait se mettre sous la forme 
r**** = i -t- OHp, on (r*) ? X r‘ = t -4- 
mais, a cause de la seconde équation 
r* = i - 4 - 

le facteur (r*) f revient a i -4- 3TLp; donc 1’équation 
(r*)* x r‘ = i -e 3IL p 

revienclrait a 

r‘ = i + 3H|i. 

Mais, pareilleinent, des deux équations 

r* = i -t- 3R. p, et r 1 = i -4- 3H p, 

on tirerait 

r 1 ' = i -4- 3R- p, 

i' étant le reste de la division de h par i, et ainsi de suite : d’oü il ré- 
sulte qu'on aurait enfin 

• r* = i -t- 3H. p, 

6 étant le plus grand comrnun diviseur de n et h. 

Cette démonstration est tout a fait la méme que celle qu’on ferait 
pour prouver que les deux binómes x" — i et x* — i ne peuvent avoir 
de comtnun diviseur plus élevé que le binóme x a — i, 6 étant le plus 
grand comtnun diviseur de n et h. 

2. Si net h sont premiers entre eux, c’est-a-dire si 6 = i, les deux 
équations 

x* — i = iïip, et x* — i s= ïïlp, 

ne peuvent avoir d’autre racine commune que 1'unité. 

Mais, en vertu du théorèrae de Fermat, 1’équation 

x p ~' — i = Dllp 
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a toujoiirs p — i racines entiéres inferieure» » p, et ces racines toni 
ainsi tous les nombres de la suite naturelle i, a, 3, 4> 5,..., p — i. 
Done aucune équation 

x" — i =. IR p 

ne peut avoir de racines entiéres autres que I’unité, k uioiiis qu’il n’j 
ail entre n et p — i un commun diviseur 6 autre que l’unité. 

3. Si n est premier k p — ■ , x* — i — Otlp n’a donc aucune autre 
racine réelle que 1'unité. 

Si entre n et p — i , il y a le plus grand comumn diviseur 6 > i , 
x" — i = W"P auia nécessairement, parmi les nombres i, a. 3, 4i 
3 ,..., p —t,6 racines réelles. Car le binóme x® — i sera un diviseur 
rationnel de x*~' — i , et par conséquent sera divisible par p pour 6 
valeurs de x inférieure» k p. 

I>ors donc que 1'on considere une équation binóme indéterminée 

x" — i = in, p, 

il n’y a pas d’autres racines réelles a chercherque celles qui convien- 
nent a 

— i = JR. p, 

6 étant le plus grand coinmtm diviseur de n et p — i. II est donc inu- 
tde de considérer d’autres équations 

x" — i = 3fip, 

que celles ou 1’exposant n est un diviseur de p—\ i . 

Si , par exemple , on proposait les équations 

x' — i = on. i3, x'° — i = 3ti i3, x‘* — i = .in. i3, etc., 

cela reviendrait a proposer les équations respectives 

x — i = IR i3, x* — i = i3, x’ — i = IR r 3, etc., 

car ces dernières renierniwK les seules racines entieres que pmssent 
avoir les équations données. 

4 Considérez les puissances successives r, /■’, r‘, r‘, etc , de l'une 
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quelconque des racines r de l’équation 

3 ? — i = 3itp; 

il est clair, par la fornie même de 1’équation , que toutes ces puissances 
en seront aussi des meines : car si 


r‘ = i -t- 31 lp, 

on aura aussi 

(r*)*, ou (r*) 1 = t + 31 Lp; (r*)*, ou (r*)* = i 3Hp; 

et, en général , 

(rf, ou {r*y = I -t- 3R p. 

Or, actuellement , je dis que deux quelconques de ces puissances 
r e , r‘ ne pourront être équivalentes , c’est-A-dire donner un même reste 
relativement k p, a moins que la racine r qu’on aura employée ne soit 
en même temps racine d’une équation inférieure 

x d — i = OU .p, 

d étant un diviseur de 1’exposant n. 

Et, en effet, soit e > tf, e et é étant d’ailleurs au-dessous de n. Si 
l’on avait 

r* — r* = 3A p t 

on en tirerait ' . 

r* (r-«' - i) = JHp; 

mais Ie facteur -r*' n’étant pas divisible par p, puisque r est prent ier 
a p, il faudrait quel’autre facteur e' - ' — i fut divisible par p, et par- 
tant , qu’on eüt , en faisant e — e' = h, 

r* — i =31 lp", 

k-te-y . ,T ■ «HpU IIBilt>ll))il!U >!.'« , i . i, ■ 

mais cette équation ne peut avoir lieu en mètne temps que la proposée. 
H moins que h n'ait un commun diviseur d avec n, et par conséquent a 
moins que r ne soit nne racine de 1'équation binóme de degré inférieur 

x- - i = 31 lp. 
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Article II. 

Det meinet primitieet de ièquation — i — JTt p. , 

5. Imaginez douc qu'on prenne pour r une racine de 
x n — i=3f.p, 

niais qui n’appartienne pas en mème temps a une autre équalion 
binóme 

sc* — i = 31 lp 

de degré inférieur d, diviseur de n; alors toutes les puissances r, r’, r’, 
r", de cette racine r, seront diflérentes relativement a p, et par 
conséquent cette racine r sera propre 4 former par ses puissances suc- 
cessives la suite complete de toutes les racines de la proposée. Ce sera 
ce qu’on peut appeler une racine primitive de 1’équation 

SC* - , = 3t Lp, 

• Vst-a-dire une racine uniquement propre a cette équation. 

Si 1’exposaut n est uu nombre premier, on voit fbut de suite que 
cette racine primitive existe, et mème que toutes les racines de 

sc" — i = 3llp, 

autres que 1’unité, sont des racines primitive* : car aucune d’elles ne 
peut appartenir a aucune équation inférieure 

sc* — i = 3ttp, 

piusque n, étaut premier, ne jteut avoir d’autre diviseur d que 1’unité. 
♦i. Ainsi , quand n est un nombre premier, toutes les racines de 

sc* — t — 31'. p, 

autres que 1’unité, sont uniquement propres i» cette équation, c’est-a- 
dire ne résolvent aucune équation binóme de degré inférieur a «; 
chacune d’elles, par ses puissances successives i, a, 3, 4> 5, 6 ,..., n, 
tonrnil la suite compléte de toutes les racines différentes de la pro- 
(H>sée; elle nc donne 1’unité qu’a la puissance n"”" ; aprés quoi toutes 
les racines reparaissent périodiquemeni dans Ie méme orclre a 1’infini. 
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Mais quand l’exposant n est un nombre romposé, il n'y a plus 
qn’une partie des racines qui soient uniquement propres a 1’équa- 

% x* — i = 31 lp, 

ou qui en soient des racines primitives; car les autres résolvent en 
inêine temps des équations binómes de degrés inférieurs marqués par 
les dilTérents diviseurs de n ; de sorte que leurs puissances successives 
raménent 1’imité avaut la puissance n' imr , et ne peuvent ainsi fornier 
la suite compléte des n racines diflTérenlcs de la proposér. 


De Uexistcncc des racines primitives et de leur nombre. 

7. Vojons donc d’abord si l'équatiou x " — i = 3lLp a toujours 
des racines primitives, quel que soit le nombre n, et combien il y a 
de ces raciues. 

Nous avons déja remarqué que, j>our un exposant a premier, il y a 
n — i racines primitives; et, en effet, l'exposant a n'ayant pas d’autre 
diviseur que 1’unité, le binóme x“ — i u’a pas «l’autre diviseur binóme 
de degré inférie^. que le binóme x — i . Ainsi toutes les racines de 

x* — i = OU p, 


excepté la racinc x = t, sont uniquement propres a cette équation, 
et, comtne on l’a dit, en sont des racines primitives. 

Si 1’on a n — a % , a étant toujours un nombre premier, l’exposant n 
n’a pas au-dessous de lui de plus grand diviseur que a, et par con- 
séquent, le binóme x“' — i n’a pas, au-dessous de lui, de diviseur 
binóme plu&élevé que x" — i. En rèjetant donc de la proposée les 
n racines de 1’équation 

x“ — i = OR. p, 

il en restera a 1 — a qui seront uniquement propres .i l’équatiou 


Si 1’on a n = a* , 
rines de réquation 

P. 


x*‘ — i = on.p. 

on trouvera de méme qu’en rejetant les a % ra- 
x"’ - . = SUp, 


* •* 
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on aura rejeté toutes celles qui peuvent résouclre les équations bi- 
nömes de degrés inférieurs, el qne, pav conséquent, il en raste a' — n r 
qui sont uuiqueinent propres in la pr'oposée * j 

*•’ — i.= 31 lp. 

En général, soit n — a T , et par conséquent 
x«* — i = 3IL i> 

1’équation proposée. Si l'on rejette les racines de 1'équation biiinine 
x a '~' — i = 3T .p, 


on aura rejeté toutes celles qui résolvent, en méme tenips que la pro- 
posée, des équations binómes de degrés inférieurs; et , par conséquent, 
les racines restantes,qui seront au nonibre de o* — a"~', seront toutes 
des racines. primitives. 

Ainsi , pour iin exposant n qui est une puissance queleonque a d un 
nombre premier a , 1’équation 

X" — i = ON- p 9 

a toujours des racines primitives; et Ie nonibre en est 

«• — a *~ ", on a*~ ' (a — i), 

c’est-a-dire qu’il y en a autant que de nombres inférieurs et premiers 
a n (n“ 7, chap. II ). 

8. Ce théorème est général pour un nombre queleonque n ; et 
d’abord il serait bien facile de le reconnaitre pour le cas de n — a* b ( , 
a et b étant deux nombres premiers quclconques. Car de 1'équation 

x"* 1 - i = on , p , 

qui a un nombre de racines, imaginez qu’oo rejette les a’—'b 1 
racines de 1’équation inférieure 

‘ s — I — ai /p. 


et puis les a’ b e ~' racines de 1’équation inférieure 

' — i = on p\ 
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ii est évident qu’on aura rejeté toutes les racines qui peuvent résoudre 
des éqiiations binömes de degrés inférieurs a la proposée et diviseurs 
de Ti. Ainsi l’on trouverait d’abord qu’il doit rester 

a** — a*~' b e — 

racmes; inais ce nombre est trop faible: car, par la doublé opératiou 
précédente , il est clair qu'on a óté deux fois les racines communes au\ 
deux équations 

■r '’ - '* 5 _ 1= x*’'* 6- ' - 1 = an-p, 

racines coiniuunes qui soul au nombre dert* -1 b ^~' 1 ; donc, au résul- 
tat précédent, il faut ajouter a*~' ft* -1 , et 1’on trouve ainsi, pour Ie 
nombre des racines qui appartiennent uniquement a la proposée, 

a* ft* — a*~ 'ft* — a’ ft c_l -+- a" — ‘ ft*~ 

ce qui se réduit a 

a*~' ft * -1 (a — i ) (A — 1 ) ; 

d'ou l’on voit qu’il y a encore aulant de racines priniitives que de 
noinbres inférieurs et premiers a n. 

La méme démoustration pourrait s'étendre au cas de n = a*b i c*... ; 
uiais nous allons présenter la cliose d’une nianière plus claire, et qui 
peut méme servir a trouver les racines primitives. 

9. Soit donc, en général , n = a* ft* cv... et 1’équation binóine 

X** »*<■/... _ , _ p 

Je considere les équations 

x"* — i — Ottp, x 45 — t = 01 lp, x c ' — 1 = ;)A/7,..., 

et je suppose que x' soit une racine primitive de la première, x” nne 
racine primitive de la seconde, x" une racine primitive de la troi- 
sieme, etc. ; alors je dis que Ie produit x'x"x"'... est une racine pri- 
mitive de la proposée. En effet , il est clair, en premier lieu, que ce 
produit est racine de 1’équatiou 

• 
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c"est-a-dire qu’étant élevé a la puissance n — a*b s il donne 
i -+- 3 ü-p, on simpleinent i, en négligeant Ie» multiple» de p. Mais, en 
second lieu, il est aisé de voir qu’il ne peut donner l’unité pour au* 
cune puissance d inférieure a «: car si l’ori avait 

(x'x'x'...) - =1 -+■ 3R/J, 

l'exposant d serait nécessai renten t diviseur de n ;u° 4); mais d étant 
plus petit que n, il y a au moins quelque facteur simpte de n, tel que ft, 
je suppose. qui entre une fois de moins dans le nombre d que dans le 
nombre ft; ainsi d serait diviseur den"— 1 donc, puisque r'x’x" ... 

élevé a la puissance d donne i , ce méme produit a la puissance 
a*—'/>*c>... qui est multiple de d, donnerait aussi i ; donc on aurait 

{ x’x"x~...)'*~" ,te >-- = i -t- au p: 

maïs, it cause de 

x" k = I -+- Wip, x" e ' = I -+- SU p, etc. , 


cette équation se réduit a 
x' 

or, par hypothese, on a 


i... 

x = i -+• 3Tl p ; 


x' = i -t- 3lt .p-. 


donc on aurait aussi, en prenanl le cotntiiiin diviseur a*~' des deux 
exposauls de ces équations (it u 3), 

x’®* ' = i -h On. p; 

donc x' donnerait l uiiité avanl la puissance ft*, et partant, ne serait 
pas racine primitive de 1'équation 

x a ’ — i = .m p, 

ce qui est contre 1’hypothese. 

Donc le produit x'x’x"... ne peut donner l’nnité pour aucune 
puissance d inférieure a n* b^c*... ;■ donc il est racine primitive de 
1’équation proposée 

x auttc... _ , — Jli. p. 

f'e (fu’il Jallait ilémonlrer. 
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Ainsi donc. foute équation 

.r" — i = 3R p 

a des racines primitives, et Ie noinbre eu est au moins égal a celui de 
tous les produits différents x" x"x“. .. qu'on peut faire en coinbinant 
les racines primitives x', x", .r".... deséquations res|>éctives 

X“' — i =. .")«.ƒ), . x* f — i = .mp, x*' — I = an -p, etc.; 

or, le nombre des racines primitives x' de la première équation est 
’ (a — i); les racines primitives x” de la cleuxieme sont au nombre 
de £*-’(/>— i); les racines primitives x’ de la troisième sont nu 
nombre de c/-‘ (c — i), etc. : donc, par la théorie des comhinaisons, 
les racines primitives de la proposée 

.r* - i — _ , — m.p 

sont au moins au nombre de 

a*~' [rt — iI.A 6- 1 (b — I (c — i)..., 

c’est-a-dire qu’il y en a au moins autant que de nombres inférieurs et 
premiers au; et il est bien aisé de voir qu’il n’y en a pas davantage. 

10. Au reste, dés qu’on suppose l’existence d’une seule racine pri- • 
mitive de 

x” — i = 

on peut démontrer tuut de suite qu’il y en a préciséineiit le nombre 
qu'on vient de dire. Car, soit r cette racine primitive. et formez la suite 
des puissances 

r, /•*, ;•*, r‘, /■*, r‘,..., r*~\ /■*; 

il est clair qu’on aura la suite complete des n racines difïérentes de ia 
'proposée; or, si l’on considére tin nombre quelconque e inférieur et 
premier a n, et qu’on prenne les racines dans cette mëme suite, en ai- 
lant de 1’un a l'autre da e en e; comme l’intervalle e par lequel on saute 
est premier a tl, on sera obligé de passer par toutes les racines avant 
de revenir a la racine / d’oü I on est parti ; donc la suite 

r\ (r'Y, (/')’, (e')*,..., (r'V 
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nous donne aussi, aux inultiples pres de p, ton les les dilTérentes ra- 
cines de la proposée : donc r' est aussi racine priinitive. 

Donc, si 1'on suppose une senle racine priinitive r de l'équation 

x" — t = OU p, 

i] s’ensiiit qu’il y en a autant que de nombres e inférieurs et premiers 
a k. Et 1’on voit en mcme temps qn'il n'y en a pas davantage: car si 
1'on va (Tune racine a 1’autre , par nn intervalle constant h qui ait 
avec « un commun diviseur 0 > i, on ne passera jamais que par un 
nomhre ~ de ces racines; de sorte que r* ne peut jamais étrc racine 
priinitive de 

x” — i — on. p. 

Mais il est évident, par la menie démonstration . que r* sera racine 
priinitive de l’équation inférieure 

n 

x’ — i = 011 f>. 

1 1. On voit ici se présenter tont naturellement l'idée et la raison du 
théorème établi au n" 18 du chapitre II, mais qui paraissait un pen isolé. 
En effet, je reinarque que de toutes les racines de l'équation 
xr" — i = 0R. p, 

il n'y en a pas une senle qui ne soit racine primitivc, ou de la pro- 
posée, on de quelque autre équatiou inférieure 
x* — i = on. p, 

(i étant un diviseur den. Car prenez au hasard une racine o de 

x" — i = on p, 

et faites-en les puissances successives p, />*, p‘, vons tomberez 

nécessairement sur quelque puissance p é qui vons donnera l'unité re- 
lativement i> p, et alors p sera racine priinitive de l’équalinn 
x* — i = On p. 

De plus, on voit que p ne peut étre racine priinitive d’aiicune autre 
équation setnblable d’un degré marqué par un autre diviseur de n. 
Or, cette équation 

x* — \ — ,'nL/i 
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a aiilant de racines primitives qu'il y a de nombres inférieurs el pre- 
miers a (I ; donc, si l’on voulait conipter comkien il y a en lout de 110111- 
bres inférieurs et premiers <1 chacim de tous les diviseurs possibles d 
d’un nombre donné n, sans excepter Ie diviseur 1 et le noinhre n lui- 
iiiéme, on trouverait qu’il y en a autnnt qtie l'éqiiation 

ar" — i = OU p 

a de racines, c’est-a-dire préeisément 11. Cc qui est le tbéoreme dunt 
il s’agit. 

12 . Mals, réciproqueraent, de ce dernier tbéoreme, qui est d’ail- 
leurs démontré d'une nuuiière directe, on peut conclure l’exislence 
des racines prilnitivcs de toute équation 

•*" — 1 = .TTl/J. 

Uar, en considéraiit toutes les racines qui sont au nouibre de n, s’il n’y 
en avait point de primitives, c’est-a-dire qui fussent uniqueinent pro- 
pres it cette équation, il faudrait donc qn’elles fussent toutes des ra- 
cines propres a des équations inférieures 

ar - — 1 = onp 

dont les degrés seraient les didérents diviseurs d de n, le nombre n 
étant excepté de ces diviseurs. Mais cliaque équation 

, v 4 — 1 — on p 

ne peut avoir plus de meines primitives qu’il n'y a de nombres infé- 
rieurs et premiers a d; donc vous ne pourriez jamais compter plus de 
racines différentes qu’il n’y a de nombres inférieurs et premiers a cha- 
cun des diviseurs de n , le nombre n étant excepté ; or cela ferait né- 
cessairement un nombre moindre que n, pnisque vous n’en trouveriez. 
que n, en n’omettant aucun diviseur. Donc , piiisque l’équatioii 

x" — 1 = onp 

a n racines, vous m- pouvez passupposer qu’elles appartienuent toutes 
k des équations biuömes de degrés inférieurs d diviseurs de n ; donc il 
y en a quelques-unes qui appariienneiit uniquement a ('équation 

x" — 1 = Ollp; 
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et dés qu’on en suppose une seule, il est clair (n* 10 ) qti’il y en a au-, 
taiit que de nombres inférieurs et premiers a n. 

13. On voit donc par ia , de la manière la plus simpte el la plus 
luiniiieuse. que toute équation 

x n — i = on. p 

n des racines primitives; qu’utie quelconque de ces racines élant 
iionimée r, toutes les autressont exprimées par » % r' . r' les ex- 
pnsants c, e‘, e',... élant, apres 1’unité, tous les nombres inférieurs 
et premiers a n ; enfin , que toute puissance r* d’exposant h non pre- 
mier avec n, est simplement une racine primitive de réqiiation infé- 
rieure 

,r* — i = on p, 

5 étant le plus grand comtnun diviseur de h et n. 

14. Si le nombrc n diviseur de p — i est le nouibre p — i lui- 
inéme, on a l’équation .r p ~' — i = on/>, qui répond au tliéoréme de 
Fermat , et dont les racines primitives s’appellent simplement les racines 
primitives du nombre premier/». 

C.omrne cette équation renferine toutes les équations semblables 

x" — i = on p, 

oii n est une aliqnole de p — i, il s’ensuit qu’il suffit de connaitre 
une seule racine primitive de />, non-seulement pour avoir toutes les 
autres, comme on vient de le voir, mais encore pour avoir les racines 
primitives des équations 

x" — i = on/», 

d’un degré « diviseur de p — i . 

Et, en effiet . soit a une racine primitive de 

. x^' — i = On/», et faisons ~ h, 

il est évident que r = a h sera une racine primitive de l’équation 
x" — i = on p- 

et de cette racine on conclura toutes les autres. 
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Article HL 

Méthode osset simpte pour irouecr les meines primitives d'un oom bre premier dunne, 

IS. Quant a la manierede trouver les racinespriinitives d’un nombre 
premier donné, voici, je crois, la regie la plus siuiple, et que j’expli- 
querai d'abord sur nn exemph". Supposons qu'il s'agisse , eutre autres, 
du nombre premier p— 61. 

Coinme le nombre inférieur p ~ i, qui est ici 60, a pour facteurs 
simples a, 3 et 5 , je reinarque que les racines primitives de 6i, cm de 
l’équation * 

x*° — I = JR.tii , 

ne peuvent ètre ni des carrés, ni des cubes, ni des cinquièmes puis- 
sances. Car, a ranse des diviseurs simples a, 3 et 5 du nombre 6o, les 
carrés étant élevés aux puissances successives i, a, 3 , 4 » etc.., ramene- 
raient 1’unité au uioins dès la trentieme puissance; les cubes la ramene- 
raient au moins dès la vingtième, et les autresdes la douzieme. Aiusi, 
pour avoir les racines primitives de til , c’est-a-dirc les nombres qui ne 
peuvent rarnener 1’unité avant la soixantiéme puissance, il suflit d’ex- 
clure des soixante nombres de la suite naturelle 

i, a, 3 , 4, 5 , ti, 7, 8, 9, etc., tio, 

toets ceux qui sont des carrés, des cubes et des cinquiemes puis- 
sances, ou plutót des résidus de ces puissances par rapport atii. Or, 
au moven des carrés, on exclut d'abord la moitié de tous les nombres; 
au moyen des cubes de ceux qui restent, on en exclut le tirrs ; et par 
les cinquièmes puissances de ceux qui restent , on en rejelte encore le 
cinsjuième , et il ne reste plus que les seize racines primitives de 6t. 

Et il est évident qu’il en serait de métup pour uil nombre premier 
queiconque p, en excluant des p — ■ nombres i, a, 3 , 4 » - f », 6, 7, etc., 
p — 1, les puissances marquées par les facteurs simples a, a, b, c, etc.t 
du nombre composé p — 1. D’oü l’on voit encore poiirquoi il \ a 
précisément autant de ces racines primitives qu’i! v a de nombres in- 
férieurs et premiers a p — 1. 

Ck»tte regie nous parait facile. et, dans 1'application , on peut diriger 

P. 10 
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Ie calcul de manière a ne pas faire pltis d’opérations qu’il n’y a de 
nombres a exclure. ‘ . ' , 

16. Soit. par exetnple, a tronver les racines primirtves du nombre 
premier 3t . 

On voit d’abord qu’il suffit de faire les quinze carrés des nombres 
t, a, 3, 4 , etc., 1 5 : car les autres reviendraient a ceux de — t, — a. 
— 3 , etc.. — « 5, qui donneraient les mèmes carrés. 

Supprimant donc dans la suite des trente nombres i, a, 3,4, 
etc., 3o, les quinze nombres qui sont des carrés, il reste les quinze 
non carrés, dont il faitt faire a présent les cubes. 

Mais, comme on nedoit trouver que cinq cubes différents, on peut 
tgter les opérations inutiles, en rangeant d’abord les quinze non ré- 
sidus dans l’ordre ou ils suivraient une métne raison géométrique. 
Qtt’en prrnne, par exemple. la raison a, et les quinze non résidus 
pourront s'ordonncr de cette manière ; 

3, 6 , ia, a4, 17 I 1 5, 3o, ag, 37 , a3 | i3, a 6 , at, 11 , aa, 

oü ces non-résidus se trouvent distribués en trois groupes de cinq 
tennes en progression géométrique, et dont les cubes sont : 

37 , 3o, a3, ag, i5 | a 7 , 3o, a3, ag, i5. | 37 , 3o, a3, ag, 1 >, 

c'est-a-dire les mèmes pour chaque groupe. 

11 suffit donc de former les cinq cubes des nombres contenus dans 
un quelconque des trois groupes. 

En supprimant ces cubes, il reste pour les nombres qni ue sont ni 
carrés, ni cubes, 

3, 6 , ia, a4, 17 l «3, a 6 , at, 11 , aa. 

Si 1’on en fait les cinquièmes puissances , on troitve 

a 6 , a 6 , a 6 , a 6 , a 6 | 6 , 6 , 6 , 6 , 6 , 

c’est-a-dire qu’il suffisait de faire Ia cinquième puissance d’un tenue 
pris dans Ie premier groupe, et celle d’un tenue pris dans le second. En 
effa^ant ces deux puissances cinquièmes a 6 et 6 , il reste les buit racines 
primitives de 3i , savoir: 

3, ia, a4, 17 , t3, at, 11 , aa. 
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17 Dans les fiiouveaux Commenlaires de Saint • Pétersbom g 
(touje XVIII), Kuier dit, en plusieurs endroits, qu’on ne voit encore 
aucun moven de déterininer ces racines; qu'e la déinonstration qui 
prouve, dans tous les cas, leur existence, n’indique pourtant auciine 
méthode pour les déconvrir : el ailleurs , on ne peul, dit-il , saisir entre 
itn notnbre premier et les racines primitives qui lui appartiennent, au* 
cune relatiou d’ou 1’on puisse déduire au moins unr seule de ces racines ; 
de sorte que la loi qui règne entre elles parait aussi profondéuient ca- 
chée que celle qui peul exister entre les noinbres premiers etix-mémes. 

II noussemble que la méthode précédente ne laisse plus rien a dé- 
sirer a eet égard. Car on ne peut chercher séparément aucune de ces 
racines, puisqu’elles jouissent de propriétés seinblables, et qu’on ne 
peut coucevoir aucune méthode qui conduise a l’une plutöt qu’a 
1’autre. Mais on les trouve toutes a la fois par cette opération arithmé- 
tiquedout je viens de parler, et a peu prés de la métne nianiere qu'oii 
obtiendrait tous les nombres inférieurs et premiers a mi noiubre 
donné. Or, il me seinble qn’on n’a jamais trouvé qu’il y eiit une diflfi- 
culté particuliere a déterminer actuellement ces derniers nonibres. 
Quand on vent les avoir, on considère les facteurs simples du notnbre 
donné; et de la suite naturelle t, a, 3, 5,. etc., on exclut tous les 

inultiples de ces facteurs simples, lei, au lieu de ces inultiples, il faui 
exclnre toutes les puissances d’ exposant» marqués par ces ménies fac- 
teurs : c’est, cornme on voit, une opération dn menie genre, inais d’iin 
oédre pjus élevé. - 

Article IV. 

Sur fonlre naturel dans Itx/uel Uoivent Art rangécs les racines des n/uatinni binómcs 

18. Cousidérons l’équation 

x* — i = ,m P, 

ou I'exposant p est un diviseur de P — t , les nombres p et P élant tou> 
deux premiers. 

Soit r une quelcouque des racines de cette équatiou , antre qne 
l'unité; coiuine le nonibre p est premier, r sera une racin* print i- 
tive, et par conséquent toutes les racines pourront s’exprinier par 


& 
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r, r*, r*, /•% r\ r^\ 

Maïs eet ordre, qui nous parait naturel, n’est pas Ie plus simpte : on 
peut ranger ces p — i racines de nianiére que chacune soit toujours 
une menie puissance de celle qui la précède. Et, en efTet, soit a nne 
racine primitive de 

x T ~' - i = Dïip; 

les p — i exposants de r, 

*ï 4» p •— i , 

pourront se ranger dans l’ordre nouveau 

a, o*, a‘, a‘, a‘, a 

en négligeant les multiples de p, ce qui est permis, puisque r p se ré- 
duit a i. On aura donc, pour la représentation des p — i racines de 

x> - i = 3R- P, 

aulres que l’unité, cette suite 

r, r% r “' , r a \ r*'‘\ 

qui est la plus simple et la plus naturelle de toules, puisque toutes les 
racines y naissent 1’une de 1’autre par la méme puissance : de sorte 
qu’elles sont exprimées k 1’aide d’une seule quelconque d’entre ellvs 
et d’un seul et méme signe d’opération. 

Si votis changez la racine r en une autre quelconque de la suite 

r r“ r a ' r“' 

'» ' * r 1 ’ »•••* 

il est visible que vos racines se suivront toujours dans Ie méme ordre 
qu’auparavant. Si vous changez l’exposant n en un autre b qui soit 
aussi une racine primitive de 

x*~' - i = 3H p, 

comme b ne sera autre chose que n élevée a quelque puissance e pre-' 
miere a p — i, il est clair que l'ordre nouveau 
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ne sera autre chose que le premier on les racines seraient prises de e 
en e. Ainsi, soit qu’on cliange la racine r d’oü l’on part, soit qu’oti 
cliange 1'exposant <t a 1’aide duquel on produit les racines 1’nne apres 
1’antre, la disposition mutuelle de ces racines n’en peut ètre troublée ; 
ellesdemeureiit toiijours équi-distantes , connne si elles étaient rangées- 
en cercle. C’est a cct ördre reniarquable que tient la résolution algé- 
brique des équations binómes, et, en général , celle de toule équa- 
tion oti l’incoiinue est tine fonction des racines de 1’unité: ce qui eom- 
prend au fond, conmie on peut le démontrer, toutes les équations 
possibles a racines périodiques [vnjez le toine IV des Mémoires de 
l' Académie des Sciences). 

IB. On voit, paree que je viens d'indiquer rapideinent, combien ia 
considération des racines primitives est importante, et que si l’oti 
trouve une seule r de ces racines pour le nombre p, on pourra ré- 
soudre sur le-chainp toute équation binóme 

x" — A = 3ti p. 

Car cette équation n’est possible qu'autant que A est une puis- 
sance n iimt exacte relativement k pf et par conséquent, il faudra 
qu’on ait 

A = i Jn . 


II n’y aura donc qu’4 chercher dans la suite des puissances /•*, r**, 
r*",... celle qui donne le résidu A ; elle sera de la forme r‘ n , et 1’éqna- 
tion 


qui deviendra 


x” — A = Stip, 


x" — r‘" = OKp, 


donnera tont de suite 



et inultipliant cette valeur r' par les racines de 

• j* — i — 3B- p, 

lesquelles seront au nombre de Q , si 6 est le plus grand commtin divi- 
seur de n et p — t , on trouvera les 5 racines différentes de la proposée. 


7 * 


REFLEX lONS 


(Ju |n*nt tirer de la toiis les théorèmes qui regardent la résolutiou 
des équations biiiömes 

X 1 * — A = JR 

*2(1 Au reste, on peut toujours abaisser immédiatement la proposée 
a une équation seinblable du degré 5. Car, soient 

, n — h'S, et p — t = p' 6 , 

n' et p' étant premiers entre eux : la proposée donne d’abord, et» 
négligeant les multiplesde p , 

x"’ 9 — A = o, ou x"‘* = A ; 

d'ot», en extrayant la raciue n' r "‘ t de part et d’autre, on lire 


r — • 

x* = yA = A"', 


bien x 4 — A v = o ; 


el il ne s'agit plus que de réd ut re 1’exposant fractionnaire ^ a un en.- 

tier 9, sans changer la valeur de 1’exponentielle. Mais, par hypothese, 
A etant une puissance exacte de degré n = n’0, est aussi , par la menie, 
une puissance de degré 9; le nombre A est donc racine de 1’équation 


p—> 

b 

X — 1 = 0 , 


qui renténne toutes les puissances 9 des différents nombres 
*? a, 3, » 6, • • • , ƒ» I i 

et . par conséquent , on a 


A 8 = 


ou Af = 


Donc, a tout exposant de A il est toujours permis d’ajouter uit 
multiple arbitraire de p', et au lieu de A, on peut mettre , 

.w. étant un multiple quelconque. Mais si l’on veut actuellement tirer 
la racine n' ime de A, il faut choisir ce multiple 3K de maniere que 
l’exposant i -t- 31 lp' soit exactement divisible par n'; ce qui donne 
l’équation du premier degré 

i -+■ JR. p'-= n‘ f, ■ 
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équation toujours possible, puiaque les coëfficiënt» p' et n’ sont pre- 
miers entre eux. Ainsi 1’on trouvera toujours un entier f équivalent ii 

f exposant fractionnaire > et 1’on aura 

I 

y A, on A“' = A% 

et la pro]>osée 

x” — A =01 1 ƒ> 

sera ramenre a la fbrine 

x 9 — A ? = OtL p, 

5 étant Ie plus grand connnun diviseur de n et de p — i ; ce i/ii'i/ Jn!~ 
Uiit trouver. 

Ainsi , quand on propose uue équation binome de la fnrnir 

.r" — A = oa. p, 

on peut supposer qii’elleest déjii réduite, de inaniere que Ie degré n 
soit uu diviseur de p — i ; ce qui sitnplilie le calctd, sans rien Ater a 
la généralité de la question. 

Mais cette méthode élégante qu'on vient de suivie pour abaisser 
1’ équation au degré marqué par le plus grand coiuumn diviseur de n 
et p — i , nous donne 1’idée d’une méthode semblable par laquelle on 
pourrait essayer d'abaisser de méme cette réduite au premier degré, et 
d’obtenir par la une solution directe de la proposée. 

AnTiCLE V. 

Solution directe de l 'équation x* — A = ;)R» p. 

21. Soit 

x" - A = Oltp, 

ou plus simplement 

x* = A 


(/t étant supposé diviseur de p — t); j’en tire, comnie ci-dessus, 



RÉFLEXIONS 


et il ne s’agtt plus que de réduire 1’expoaant a un entier e, saus chan- 

ger ia valeur de A". Or A étant une puissance n‘"“ exacte, est par eela 
menie une racine de 


et l’on a 


r-< 

x " — 1 = 0 , 


A - =i. 


Ainsi a toni exposant de A il est permis d'ajouter un multiple quel- 

conque de — - — , et l’on peutécrire, au lieu de A, A " . Pour 
en tirer la racine il n’y a donc qu’a rendre ce nouvel exposant 
i -+- Jtt ^^ ‘ exactement divisible par n, ce qui donne 1’équation in- 
déterminée 

i -t- on- — ne - 

Or, cette équation est possible lorsque n et — - ' sont premiers entre 
eux. Dans ce cas, on déterminera sur-le-champ l’exposant inconnu e 
qui équivaut a et 1’on aura, pour une des racines de la proposée , 

x = A*. 

Soient, par exemple, 

p — i3, « = 3, 

et la proposée 

x! — 8 = 3R. i'i3); 
on aura, pour une des racines, 

x = 8% 

l’ex|>osant c étant donné par 1’équation du premier degré 
i -t- ,m 4 = 3e. 

Cette éqtiation est possible, puisque 3 et 4 sont preraieés' entre eux , 
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et e!le donne , pour la valeur de s , 


on , si 1’on vent, 
d’ou il vient 



qui est effectivement une des racines cubiques de 8, relativement au 
nombre premier 1 3. 

2 2. Voila donc une méthode directe qui apprend a trouver une so- 
lution de l’équation binórne x" — A = Otl p, lorsque le degré n (divi- 

seur de p — i) est premier a ' ■ ; ce qui fait deux fois au tan t de cas 

qu’il y a de manières de partager le nombre coinposé p — r en deux 
facteurs premiers entre eux. 

Mais il se présente ici une difficulté singuliere qu’il est important de 
proposèr et de résoudre , paree qu’elle touche aux points fondanten- 
taux de la théorie. 


Difficulté singuliere sur la solution qui précède. 

25. Quand on se propose de trouver les racines n ,im " du nombre A, 
que je suppose être une puissance n iim ‘ exacte, on ne con^oit pas 
d’abord qu’il puisse y avoir aucune méthode par laquelle on dégage 
une de ces racines, de préférence aux autres, puisque toutes sont éga- 
lement défmies par la mérne équation on la méme propriété de donner 

x" = A. 

Et pourtant, par la voie que j'ai suivie, je viens de trouver une de ces 
racines en particulier, etd’obtenir, a 1’aide d’ une équation du premier 
degré, un certain exposant entier e qui est tel qu’on a 

A' = r. 

On pourrait croire d’abord que cette expression A r renferme une 
certaine équivoque, et qu’elle est également propre a représenter les 
autres racines , en ajoutant. ce qui est permis, a l’exposant e différents 

, * r—‘ 

multiples de— j — Mais il est évident, a cause de A " = i, qu’on re 

P. ii 
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tomberait toujours sur la menie valeur de ,r; de sorte qu’on a nne 
expression A r , délivrée de toute équivoque. et qui répond k nne cer- 
taine racine choisie entre les n racines semblables de la proposée : ce 
qui mérite bien d’ètre cxpliqué. 

SolulioH de la difficuUé. 

'24. Pour résoudre cette difficulté, sans rompre la suite de notre rai- 
sonuement , nous devons donc faire voir tont de suite que, pnrmi les n 
racines de A, il n'y en a qu’une seule qui jouisse de la propriété de 
pouvoir ètre représentée par une puissance entiére du nombre A : or, 
c’est ce qu’on peut démontrer par la nature mètne de la question. 

Et, en effet, s’il est possible qu’une des racines n‘ im “ de A soit re- 
présentée par une puissance entiére A r du nombre A lui-méme, cominc, 
par hypothese, A est une puissance exacte du degré n, A* sera aussi une 
puissance exacte du tnétne degré n. Donc A' sera tout a la fois racine 
de la proposée 

x" — A = o, 

et racine de 1’équation 

p—< 

x * — 1 = 0 . 

Or il est aisé de voir que ces deux óquations binömes ont une racine 
commune et qu’elles n’en peuvent avoir qu'une seule, précisément 
paree qu’elles sont de degrés n et - - --- premiers entre eux. 

C’est ce qu’on peut prouver directement par la recherche actuelle 
du cotntnun diviseur entre les deux binómes 

x" 

Car soit , pour abréger, 
et supposons qu’on ait : 


(n étant < m, r < n, r' < r, r" < r',...). 


— A, et x * — i . 



m = n q + r, 
n = rq' ■+■ r', 
r = r'q" + r ", 
r'.= r"q"-+- r’, 
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Si l’on fait l’opération du comiuiiü diviseur entre les deux binónies 
x" 1 — i et x" — A, jusqu’a ce que le plus petit exposant n soit tombé 
au-dessous de m, on aura it’abord le premier reste 

A’ar' - r; 

si l'on fait ensuite la méme opération entre x" — A et ce reste k*x' — i, , 
on arrivera au deuxième reste 

x' - A** w ' ; 

si l’on fait la méme opération entre 

kix r — i et x? - A'*«, 
on arrivera au troisicme reste 

, jf _ , ; 

et si l’on continuait, on trouverait pour le reste suivant 

x '"' _ p*a*nw’N*ff'i! 

et ainsi de suite. D’oü l’on voit que les exposants successifs de x sont 
les restes /•, r’, r‘, r',... de Ia division de in par n, de n par r, de r 
par r’, etc. ; et que les exposants de A sont les numérateurs successifs 

des fractions convergentes vers la fraction * dans le développenient 

de cette valeur en fraction continue. ‘ è.Vrr 

Mais si m et n sont premiers entre eux, on arrivé nécessairemeut a 
quelque reste tel qge r" qui est ègal a l’unité; et le reste suivant r" est 
égal a zéro. 

Donc , par 1’ opération du 
posés, on arrivé nécessairement a itn reste du premier degré, tel que 

x _ ,, 

et le reste suivant est 

x ° _ \ 1 -W+V' (I <-»f' )1_ 

Or ce reste est nul par hypothese; car 1’exposant de A est alors le tui- 
mérateur méme de la fraction proposée -- • qui est la dernière des frac- 

ii.. 


cotrunun 


diviseur entre Jes binónies pro- 
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tions convergente* ; et par conséquent , le reste dont i) s’agit se réduit a 
x° — A" ou i — A", 


qui est nul par hypothèse. 

Donc, les deux binóroes proposés ont le commun diviseur du pre- 
mier degré , 

At*V'('*w') x - ,, 


lequel, égalé k zéro, donne 

x = 


Cette expression s’accorde parfaitement avec 1’expression A' que notis 
avons trouvée ci-dessus d’une roanière directe : car le nombre e était 
déterminé par 1’équation 

i Olt m = ne, 

et cette équation, résolue par la méthode des fractions continue*, 
donne 

e = 

ce qui est, abstraction faite du signe, le numérateur de la fraction 
convergente qui précède immédiatement la fraction — Quant au signe 

moins, i) tient ici au quantième du terme oü 1’on a supposé que la 
fraction continue s’arrète : si elle avait un terme de moins , ou un terme 
de plus, on aurait trouvé 1’exposant e positif. Au reste, quand on 
aura un exposant négatif -*■ e, on pourra toujour» le changer en un 
autre qui soit positif, en écrivant A"* - ' au lieu de A~*. 

On voit donc que, si m et n sont premiers entre eux, les deux équa- 
tions binómes 

x 1 " — i = o, et x” — A = o, 

ont une racine commune, et n’en peuvent avoir qu’une seule; et que 
la première méthode qu'on a suivie ne pouvait conduire qu’a cette ra- 
cine singuliere de la proposée 

x" — A = o, 

racine distinguée des n — t autres en ce que [cette valeur est a la 
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fois une racine n‘ im ‘ de A, et une puissance n iim ' de quelque autre 
nombre. 

25. Au reste, on aurait encore pu arriver au résultat précédent par 
une opération plus simple sur les deux équations proposées 

af = i et x* = A. 

Car, a cause de m = nq + r, la première devient 

xf*.af = i, 

et mettant pour x" sa valeur A tirée de la seconde, on trouve d’abord 
A 9 af = i , ou af = A~ f ; 

rnais, de mème, a cause de n= rq' + r', .r"= A devient 

af. af — A, 

et mettant pour af sa valeur A -9 , on trouve 

\~f.af = A, oubien af — A ,+ ^ ? ; 
de la mème manière, on trouverait 
af" — A 

etc., etc., comme ci-dessus. 

Si 1’on suppose de mème r" = t , et partant, r*= o, on arrivé égale- 
ment a 1’équation 

x = 

qui est vraie pourvu qu’on ait aussi la suivante, 

af — A", ou i — A" = o, 

ce qui est la condition qui a lieu ici par hypothese. 

2t>. Quand les exposants m et n ne sont pas premiers entre eux, 
l’équation 

i + 31 Xj-=zne 

est impossible, et si m est la plus petite puissance de A qui amèiic 
l’unité , c’est-i-dire si le nombre A est une des meines primitives de 

A" — i=o, 
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on peut couclure qn'il n’y a aucune expression de ia lornie A' qm 
puisse i'tre racine de la proposée 

af — A = o. 

iVlais si A, qui satisfait toujours a i'équatiou 
A" — i = o, 

n est simplement incine primitive que d’une équation inferieure 

A"' — 1 = 0 , 

et que m' soit premier a n, ia proposée aura encore une racine de la 
iorme A'. Car on trouverait, comme précédemment, 



ou, a cause de A” = i , 

■ -e ar». «■’ 

jc = A " = A', 

l'exposant e élant donné par l'équation 

i -f- 3TL >n' = ne. 

qm est possible, quand on suppose m' et n premiers entre eux 

Si cette dernière condition n’a pas lieu , ia proposée ue j>eut avoir 
encore de racine de la forme A'. 

27. Noiis voyons donc que l'équation 

af — A = ;m p 

ne peut jamais avoir de racine de la Jvrtne A' : t“ Quand A est une des 
meines primitives de l'équation 
e-i 

A ’ — I = ,1R p; 

■i" Quand A est racine primitive de. quelque antre équation de degré m ' 
i/ui nest pas premier avec n. 

Ces deux cas enveloppent tousles autres; car. quel que soit Ie nom- 
bre donné A, il est nécessairemeut racine primitive, ou de 
A” — I = 3R . p-, 

ou de quelque aulre équation inférieure de degré m' diviseur de m. 
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Dans Tapplication , pour découvrir ce degré m', 011 cette équation 
A.” — i = au. p, 

(lont A est racine priinitive, il n’y aura rien de plus simpte que de faire 
les puissances successives de A, jusqu’a ce qu’on en trouve une A'" qui 
donne l’tinilé. On déterminera ensuite le plus grand commun divi- 
seur 5 de m' et n. Si l’on a 5 > t, il n’y aura aucune racine de la 
fornie A* i« chercher. Si Ton a 5 = i , il y en aura une x = A', et l’ex- 
posant e sera donné par l’équation du premier degré 

i -t- .ut m’ = ne. 

28. Mais je n’élendrai pas plus loin la recherche el 1’exanieii de ces 
méthodes directes qu’on pourrait imaginer pour la résolution des 
équations hinómes 

• x" — A = sfflp. 

O qu’il y a de plus sitnple et de plus général est de chercher d’ahord 
une racine priinitive r de l’équation 

r p ~‘ — i =31 t-p. 

On formera sur-le-champ la suite des puissances 
r, r*, r*, /•*, r‘, r\ 

et l’oti écrira au -dessous les différents nombres qu’elles donnent relati- 
veinent a p, et qui coinposent tous les nombres inférieurs i, a, 3,..., 
p — i. Au moyen dece tableau, on résoudra a la première vue toutes 
les équations binómes qui se rapporleraient au module p, et l’on exé- 
cutera avec la plus grande facilité toutes les opérations qu’on pourrait 
avoir a faire sur les racines. 


Abticu: VI. 

De l’êquation binnme x* — i — IK //", oii le module est une puissance quelconquc p* tl’un 
nombre premier p sufutricur h l. 

29. Soit « le nombre p m ~' ( p — t) qui marqué combien il y a de 
nombres i, e, e', e",..., inférieurs et premiers a p m \ 1’équation 

• x" — \ = 3tlp m 
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aura . cotnme on sait, les n racines entières i, e, e', e",..., et n’en aura 
pas davantage au-<lessous du module fT. 

50 Maintenant je dis que V équation 

x v — i =011 . p m , 

nü D est un diviseur quelconque de n, ne peut avoir plus de D racines 
différentes au-dessous de //". 

Ce diviseur D de n, c’est-a-dire de p m ~' (p — i), ne peut ètre que de 
la forme Op" ; 0 étant un diviseur de p — i, et v un exposant quelcon- 
qne < m : il s’agit donc de démontrer que 1’équation 

x 6p ' — 1=3) vp m 

ne peut avoir plus de öp 1 racines différente* inferieure* k pT. 

C.onime cette démonstration est longue et difficile , j’aurai soin de la 
divisor, et d’en ordonner les parties de manière a y ménager comme 
autant de points de repos. 

Démonstration . 

1. Je remarque d’abord que, quelles que soient les racines de cette 
équation, relative au module p m , elles doivent satisfaire, a plus forte 
raison , a la méme équation rapportée au simple module p, c’est-a- 
dire a 1’équation x 6p ' — i = 3IL p. Mais il est clair que toutes les ra- 
cines de celle-ci doivent satisfaire a 1’équation x* — i — 3^ p, puisque 
5 est le plus grand nommim diviseur de 9/e et p — i. Donc toutes les 
racines de la proposée doivent satisfaire a la simple équation 

x s — i =31 tp. 

Or celle-ci ne peut avoir que 5 racines différentes a, b, c,... en nombres 
inférieurs k p-, et, par conséquent, tous les nombres possibles qui 
peuvent y satisfaire sont nécessairement de la forme 

CL -f- 3TL p, b -4- 3H, ƒ}, C *f 3H J 

donc toutes les racines de la proposée doivent se rapporter aux 0 
formes différentes 

(L + 3fs ƒ>, b - 4 - 3TL ƒ?, c -4“ p 9 .... • 
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i F. Soit donc a une tle ces racines qiii répondent a la forme 11+- Jic p. 
Si l'on prouvait, en premier lie», qne a -4- ypP~‘ en est une autre. 
quel que soit j, il sVnsuivrait qu’011 en peut compter ainsi un nom- 
bre/>», en donnant a j les p' valeurs suceessives o, 1, 1, 3 , 4 ,... jus- 
qu’fc p v — 1 ; et sans aller au deli, piiisque les racines a. -hy//"-- re- 
viendraient alorsaux précédentes, mais prises aii-dessns du module p m . 

Si l’on prouvait, en second lieu, que foute autre racine a’ qui ré- 
pondrait a la mcme forme que a, c’est-a-dire a la forme a -t- W-p, et 
d’01'1 résulterait ainsi 

a' = a -+- OU p, 

retombe nécessairement sur une de celles que je viens d'éinimérer, il 
s’ensuivrait que la proposée ne peut avoir plus de p‘ racines diflié- 
rentes relatives a a, plus de p' racines relafives a b, etc., ét , par con- 
séquent, plus de Op- racines différentes, au -dessous du module p m . 

III. Pourétablir le premier des deux points qu'on vient de supposer, 

il suflirait de pronverque si l’on cherche. par le binóme de Newton, 
Ie développement de . on trouvera un résultat de cetle’fornie 

(« -+-fp‘) >p ‘ = a- w ‘ -1- Y ƒ><■*', 

oü Y est un entier. Car, en faisant / -*-v = m, c'est-a-dire i — m — v, on 
verrait que le second membre se rédiiit a 1 -+- OXip m , puisque a étant 
racine par hypothese, a se réduit a 1 -t- p” : d’011 l’on pourrait 
conclure que si sc est racine de la proposée, at -t- yjf"~‘ en est une 
autre quel que soit y : ce qui est la première de nas deux suppositions. 

Ensuite, il faudrait pronverque, si ƒ est premier a p , le multiple Y 
est aussi premier a p : de sorte que p *■** est la plus haute puissance 
de p, par laquelle on puisse diviser le terme Y p’’* -, et qu’ainsi a -t -jp 1 
ne peut ètre racine si 1 ’expósant i tombe au-dessous de m — v. Car il 
s’ensuivra que toute racine o.’ relative au residu a, et par conséquent 
de la forme a-t -jrp‘ , retombe nécessairementdans la forme a -hjp K ~ ¥ : 
ce qui est la seconde de nos deux suppositions. 

IV. Tout se réduit donc enfin a dcmontrer que l’on a toujours, quel 
que soit y, féquation 

(<x +ƒ[/)»" = a*” -+- Y/r -, 

P. ia 
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telle, que Y est un nombre entier; el que, si y est premier a p, Ie 
nombre Y est aussi premier a p. 

V. La (iémonstration inunédiate dece théorème, qui pa rail facile au 
premier coup d’oeil , présente néaumoins beaiicoup de difficultés, a 
cause de 1’exposant composé Op' d’oii naissent les coelFicients du bi- 
nóme. Maïs voici un moyen trés-simple de sortir <le eet embarras, el 
d’arrixer au théorème de la manière la plus claire et la plus rapide. 
C’est de siipposer qu’au lieu d’élever tont d’un coup Ie binóme a -*-yp‘ 
it la puissance Op ", on 1'éléve d’abord a la simple puissance p ; et puis le 
résullat obtenu a la puissance p\ et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’oti 
arrivé au résultat qui réponde a la puissance p' ; et enfin, de supposer 
qu'ou forme la puissance 5 de ce dernier résultat. 

Or, en élevant le binóme u + y ff a la puissance p, on a 

(a -\-ytfy — a p -h p.a^'ypf - 4 - — j'p 3 ’ + •••> 

oü 1’on voit que le s- cond terme est divisihle par p" ' , et que tous 
les autres le sont , au moins par pf**, ponrvu que le nombre premier p 

soit > a : car le coëfficiënt du troisième lernie, qui est — ~^,estalors 

divisihle par p, et par conséquent ce troisième terme est divisihle par 
p % ‘~' , et 1’est ainsi , au moins, par pf~*, puisque i est supposé étre au 
moins i : quant aux autres termes qui contiennent p*‘, etc., il est 
évident qu’ils sont au moins divisibles par/»'- 1 ; on a donc 

(t+jp’Y = «'’ + Y,^ 1 , 

ou Y est un nombre entier. Et Ton voit, de plus, que eet entier Y, est 
de la forme a'' -1 y -+- AH p : si donc y est premier a p (comme a Test 
aussi par hypothese; , le multiple Y, sera tfussi premier a p. 

Mais par la mème raison , en élevant le nouveau binóme af -+- Y Ê p‘" 
a la puissance p, ce qui donuera la puissance p 2 du premier binóme 
a +yp>, on tronvera 

(et +yp>)r=o?'+ Y „//•»*, 

ou Y # sera un entier, premier a p , si Y,, et par conséquent si y est pre- 
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mier a p. Et ainsi de suite; d’ou 1’on cbnchii 
(a -1 - 

oü Y, est uii eutier, premier a p si y est premier a p, 

Actuelleiivent, qu'on éléve a la puissance 5, et il vient 

(a -t- jft t p ' — u f>r ' ■+■ Yp 1 ^', 

011 il est évident que Y est tin entier de la foriue 

9. of' Y, -t- 

or, si r est premier a p. cotnine Y, Ie sera aussi , et que a et 5 < p Ie 
sont aussi par hypothese , il s’ensuit que Y sera aussi premier a p. 
O qui donne enfin le théorème gé t té ml qn’il s’agissnil de dcmontrer 
51 II résiilte de la que réqiiatiou 

af — 1 = on. p m , 

ou le nombre n est égal a ft”~' (p — 1) , a des roei nes pnmitivei , c'est- 
ü-dire des racines qui, par leurs puissances successives o, t, a, 3,..., 
n — 1 , sont propres a ibrmer la série compléte de tous les nombres 
t, e, e’, inférieurs et premiers ii /F. Oir, puisque aiicune éqtta- 

tion 

x° — i = 

ou D est diviscur de «, ne peut avoir plus de D racines différentes au- 
dessous de p m , on démontrera ici, par tin raisonneinent tont a .fait 
seuiblable a celui du n° 12 , que purtni les n racines de la proposée, il 
v en a au moins tinequi, par ses puissances successives o, t, a, 3,..., 
// — 1 , ne ramcnera point l’unité avant la puissance n‘ int , et qui, par 
conséquent , formera la suite compléte de toutes les racines de la 
proposée. 

Et maintenant, si rest mie de ces racines primitivcs, ilest clair que 
toutc puissance r*, d'exposant h premier a n, en est tine autre; et que 
toute puissance /•*, d’exposant q diviscur de «, est iine racine priiqitive 
de réquation binóine inférieure- 

n 

jc 1 . — 1 — JllfT, 

• ia.. 
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52. Enfin , tout ce qit’on vient de démontrcr pour nn module p m qtii 
est nnc puissance d’un nombre premier supérieur a a, peut également 
s’appliquer au cas ou le module est le doublé de cette puissance, cYst- 
a-dire est égal a ip" . 

En effet, en considérani lYquation 

x" — i = 3ii (a p* , 

oü le nombre n qui marqué combien il y a de nombres inférieurs et 
premiers a a p" est le méme que ci-dessus, cYst-a-dire est p m ~ 1 i /> — i , 
on ferait voir de la méme manière que réquation 

x QP ' — i = ytl (ap") 

nc jMfiit avoir que 9 p‘ racines différentes au-dessous de i p m . Gitr ces ra- 
cines devant lentes satisfaire a la simple équation 

j" # — i = 3tl(ap), 

et celle-ci ne pouvant avoir plus de 9 racines en nombres a, b, c,... infé- 
rieurs a ip, il sYnsuit que toutes les racines de la proposée doivent 
eutrer dans les 9 fornies 

a-h-VLp, b-h^fip, c -h .Vip,..., 

et que , par conséquent , si a est tme racine de la forme a -+- JR. p, ou a 
est nécessairement impttir et JR. pair, a -t- jp"~‘ en est une autre, quel 
que soit le multiple pair y, pris depnis o jusqu’it ip‘ — a, ce q'ui fait 
en tont p ' valeurs différentes au-dessous de a pf*. 

On ferait voir que tonte autre racine o 1 se rapportant a la méme 
forme a 3R. p, rentrerait nécessairement dans les précédentes. etc. ; 
d’oti résulte exactement, pour les équations binómes rapportées au 
doublé d’une puissance d’un nombre premier, la méme suite de pro- 
priétés que pour les équations binómes rapportées 4 la simple puissance 
de ce nombre premier. 

55. Quand le nombre premier p est égal a a, toutes ces propriétés 
n’ont plus lieu; et réquation 

jc” — i = au a" 

ne peut plus avoir de racines primitives, excepté dans le cas unique 
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de in = a, ce qui donne Ie module a m égal a 4- Eu effet, 1’exposant it, 
qui devient alors égal a a, ne peut avoir au-dessous de lui d’autre di- 
viseurqne 1'unité; or, réquatiou 

,r — i = alt!?’ 

.* 

ne pouvant avoir qtiTine seule raciue ■ , il s'ensuit que la proposée 
x- - i = oa a*), 

qui a deux raciue» . en a nécessairement une qui est priinitive. 

Au reste, la raison de cette exception particuliere se trouve encoie 
dans la propriété qu’ont les équations binömes rapportées au doublé 
d’un simple nombre premier p, d’avoir des racines primitives, < juel que 
suil p. et par conséquent dans le cas ntétne ou p — a. 

Mantère de rêsoudee 1‘rauation j* 1 * — t “ 31t pT pnr Vètiuatton r 1 * — t = , ’R. p 

34 II résulte du théorème précédent que si a est nne raciue de 
x° — i = 3ü . pf". ou I) = bp-, 

a - 4 - yp m ~‘ noii-seulement en sera une autre, quel que soit jr, maïs en- 
core sera une racine relative au module p'"*' si 1’on cboisit j d’ime 
inaniere convenable 
En effet, on aura 

(a -4 - = at D -f- 6a°~‘.j.p" ■+• etc., 

ou le reste des tennes marqué par etc. est au moins divisible par p 
or. puisqu’on a, par liypothèse , 

a° - i = Kpf", 

il viendra 

(« + .yp m ~ ')° = i -t- (A -t- ba.°~'.jr) p m -t- etc. ; 

donc si l’on choisit jr de inaniere a rendre le coeflicient (A ■+- ba!' .y) 
divisible pjy p, tont le reste des termes apres le premier i , sera divi- 
sible par pT ~' ; il n’v a donc qu’a déterminer j par réquatiou du pre- 
mier degré 

A -4- = atL p. 
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équation toujours possible; car le coëfficiënt ite j est premier a p, 
et A est aussi premier a p, puisqoe a est supposé racitie de 

x D — i •= ;>n pT, 

pour le module p m , et non pas pour Ie module plus élevé p m ^‘ . 

Ainsi, quand on connait iine raeine a qui appartieut 4 l'équatiou 

jr° - i = ;>H p ", 

et seulement pour le module p m , de nianière que le multiple 3H- est 
un nombre A qui n’est point divisible par p, on peut toujours trou- 
ver une raeine a jrp m ~ , ‘ qui résimt la méme équation pour le mo- 
dule plus élevé c’est-a-dire qu’on peut résoudre 1’équation 

x" ~ i = SA. (pT*') t 

Donc, si Ton a une raeine de la proposée pour le simple module p. on 
en peut déduire une autre pour le module p J , et de celle-ci une autre 
pour le module p’, et ainsi de suite; de sorte que la résoiution d'une 
équation 

■;x D — i = on. p"‘ 

ne dépend que de la résoiution de l’équatiou 

x n — i = 3R. p, 
rapportée au simple module p. 

Article VII. 

De ïètfuation binóme x " — i = Jli, (2*) , ou V exposant m du module ?. m est supe- 
rieur u 2. 

35. Cetteéquationdu degré/«=a“-' a toujours a w- ' racinesdiftércntes 
i, 3, 5 , 7,9,..., a’“ — 1, en uombres inférieurs et premiers au mo- 
dule a ,n ; mais l'équatiou du degré sous double a 1 ” -1 . 

— 1 3TL (»*), 

a encore les mémes racines : car ces racines étant nécessairement de la 
l'orme i y.i, il est facile de voir (en faisant le carré ile ce binóme, et 
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puis le carré ilu résultat, et ainsi de suite), qu'on a tonjoiirs 
(t -t- y.lif — i -t- .TR 
quel que soit y ; on a donc 

(i y ■■*)*“ ‘ — i -+- atta”. 

Et cc la peut se voir encore en observant que les raciues pet. vent toutes 
se inetire sous la forme ±. i -4- y a’; ce qui iloime évidemmenl 

(± i -+- j.a 1 ) 5 ’”’ = i + 5l (a"). 

II résulte douc de la qu’aucune racine de la proposée ne peut, par 
ses puissances sticcessives o, i, a, 3,..., fournir plus de la moitié des 
nnmbres inferieurs et premiers a a", el par conséquent ne pent etre 
ime racine primitive de i'éqiiation 

— I = an. (a"). 

36. Maiss'il n’y a point ici de raciues primitives absoluns, on peul de- 
monteer, du moins, qu’il y a toujours quelque racine pro pre a fournir, 
par ses puissances, la moitié des a m “' résidus inférieurs et premiers 
a a™, ce qui mérite d’ètre remarqué. 

En elfet, si 1’on considère Ie binóme i + y i‘. oti je suppose que r 
soit impair, et i au moins égal a a, il est facile de voir qu'on aura tou- 
jours 1’équation 

(i H- ƒ.%')*' = I -+- Y-a'- 1 -'', 
ou Y sera nn entier impair. 

Donc la plus haute puissance de a, qui puisse diviser (i -+-y. a' — i, 
est a' - *'’; donc ppurque le binóme i -hy. a‘, élevé aux puissances succes- 
sives o, a, a% a s ,..., puisse ramener 1’unité par rapport au module a'", 
il faut au moins aller jusqu’a la puissance a", felle que y -t - i soit 
égal a m. 

Donc, si 1’on donne a i la plus petite valeur qu’il puisse avoir dans le 
tliéorème pVécédent, et qui est i= a, on aura le binóme i +y. a’, dont 
aucune puissance a, a*, a*,... nedonnera l’unité avant la puissance a'”~ 3 . 
On ne pourra donc trouver i pour aucun des exposants a, 4, 8,... qui 
forment tous les diviseurs de a m_ ’ ; et comme, d’un autre cóté, cela 
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iip pourrail avoir lipn pour aiicun autre exposant saus avoir lieu ponr 
sou commuii diviseur avec a"’ 1 , il s’ensuit qn'on ne pourra trouver 
1'unité pour aucun des exposant» i, a, 3, 4, 5,... inférieurs a a" 1 " 1 . 

Donc la racine x — i -4- y. a% oii y est tin impair, est une espeee 
de racine priinitive de l’équalion proposée, en ce qu’elle fournit par 
ses puissances successives o, i, a, 3, 4- 5,. ..•une moitié des a m ~' ra- 
cines différentes de cette proposée. 

Et maintenant , il est clair qn’en prenant dans cette période de ré- 
sidus le troisieme terme, le cinquiètne. Ie sepliètne, etc,, on aura au- 
tant de cessortes de racines primitives qu’il y a de nombres inférieurs 
et premiers au nombre a" 1- ’, et que, par conséquent, il y en aura 
a’""*; c’est ce qui s’accorde d'ailleurs avec 1’expression i y. a a de ces 
racines primitives, puisqu’on ne peut donner a y que les a"" 1 valeurs 
impaires i, 3, 5, 7,..., (a"‘" a — 1). 

Si, au lieu du binöme 1 + y- a‘ , on eüt considéré le binöme 

1 + r.a', on aurait trouvé exacteinent les meines propriélés; d’ou 

je conclus, en donnant a y les inémes valeurs que ci-dessus, qu’il y a 
encore a 1 * - * nouvelles racines primitives de la inéine espeee que les 
précédentes. 

57. Mais il faut bien reinarquer que chacune de ces nouvelles racines 
fournit, par ses puissances, une moitié des résidus qui n’est pas la inéine 
que la moitié précédente, et que ces deux périodes n’auront de cont- 
inu n qu’une moitié de leurs termes, et, par conséquent, un quart de 
tous les résidus. 

Ainsi, pour le cas de m = 5, ou pour le module a‘ = 3a, on a 
l’équation 

.r“ — 1 = 311 (3a), 

qui a lesseize racines 1, 3, 5, 7, 9,..., 3i,et qui n’en a pas davautnge 
au-dessotts de 3a. Mais l’équalion 

.r* — 1 = OU (3a), 

du degré sous-double , a les meines seize racines, de sorte que cette 
cquation a deux fois plus de racines que d’unités dans l’exposant de 
son degré. Aucune des seize racines de la proposée ne pouvanl donc 
passer la huitième puissance saus ramener I’unité, ne peut fournir plus 
de htiit résidtts différents par rapport au module 3a; et il n’y a point 
de racines primitives absolues. 
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Mats il y en a , du uioins , de relativa a la moitié des seize résidtis 
dont tl s’agit; et ces racines soul 

1 -t- 4 , i + 3 . 4 , i + 5.4, 1 + 7-4. o» bieu 5, i3, 21, 29. 

Et , par exemple, la première 5 , étant élevée aux puissances successives 
o, i,a, 3 , 4 , 5 ,.., foiiriiit les huit racines différentes 

1, 5, 2 5 , 29, 17, ai, 9, i 3 ; 

et chacune. des trois autres i 3 , al, 29 fournirait exactement, uiais 
dans un autre ordre, la méme période de ces huit résidus. 

Ensuite, il y en a quatre autres, savoir: 

— i-t-4, —1+3-4, —1 + 5-4, — 1 + 7 . 4 »* on bleu 3, 11, 19, 27, 
telles que chacune fournit aussi huit résidus différents 
1, 3, 9, 27, 17, 19, 2 5 , 1 1 : 

nouvelle période qui u’a de coinmun avec la première que les quatre 
termes 1, 9, 17, a 5 . 

Ainsi, dans le polygone régulier de trente-deux cötés, si 1 ’on joint 
les sommets de 5 en 5, et puis dans le nouveau polygone qui en ré- 
sulte, si 1 ’on joint encore les sommets de 5 én 5 , et qu'011 fasse de 
inême dans le polygone résnltant, et ainsi de suite, on produira dans 
un certain ordre huit des seize polygones réguliers différents de trente- 
deux cötés. 

Et, en prcnant un quelconque de ceux qui restent et faisant la 
même opération, on produira dans un ordre semblable les huit autres 
polygones réguliers; de sorte que les seize polygones réguliers de trente- 
deux cötés seront partagés en deux groupes semblables, oii chaque 
polygone dérivedit précédent par la méme loi. 

Mais cette maniére de les partager en deux groupes n’est pas unique, 
car en employant une racine de la forme — 1 + t\jr, telle que la ra- 
cine 3, on formera huit polygones réguliers qui ue seront pas les meines 
que les huit premiers dus & la racine 5 : il n’y en aura que quatre de 
commuus aux deux périodes. 

58 . En général , la racine X— 1 +ƒ. a‘, ouj- est impair, et 1 au inoins 
P. i 3 


s . ' 
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égal a j , comiuira a une période de a“"‘ racines différente* ; et 
x' — - — 1 +y.i‘ conduira a une période d'autant de racines; niais ces 
deux périodes n'auront de coiuinuu que la tnoitié de leurs termes : car 
il est aisé de voir que les puissances pairesde x' sont les seulesqui puis- 
sent revenir, et qui reviennent en effet (dans nn autre ordre, ce qui 
est indifférent) aux puissances paires de x. 

39 . tenant a la résolutiou de l’équation binóine 

x 1 "' — 1 = .m a'“, 

elle n’a aucune difficulté, et il est évident que la lorme|de ses racines 
est 

x = ± 1 4- J.a‘, 

r 

ce qui dunne-, en faisaut 

X = o. t, a. '1, 4» 5, { 1"- 4 — 1 ), 

rac i|, es j c’est a-dire deux Ibis plus qti’il n’y a d'unités dans 
1’exposant a'"~' du degré de l’équation proposée. 

Et il n’y a pas d’aiitres racines, puisque ces racines X seraient né- 
cessairement de la fonne- ± t 4 -_y.a < ), l’ex|)osant i' étant < i, et y 
impair, et qu’alors la puissance a m ~' de cette expression serait 

t 4- Y 

Y étant impair; de sorte que X’~’‘ — 1 serait tont au plus divisilde par 
„loinjpe q U e l e module a'“. 

M). Ainsi, pour le module 3 a, l’équation 

x" — 1 = OIL 3 a 

a seize racines x 1 4- y.a’, en iaisant y — o, 1, a, 3 , 4 t 5 , 6, 7. 
- L’équation 

. - x‘ — 1 = on. 3 a 

en a huit de la . 1 ’oruie 1 4- y.a’ qu’on trouve en iaisant y—o, 1 , 2, 3 . 
Enfin l’équation 

x 1 — 1 = OU 3 a 

en a quatre de la forme ±. 1 +- y. a', en y iaisant =0, 1.. 

« . 
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II n’y a que 1’équation simple 

.t' — i = OIV a*, 

et l’équation 

x*" - ' — i = 3IL a”. 

qui aient précisément atitant de racinesqu’il ya d'unités dans l’expo - 
sant deleurdegré; tont es les autres en ont Ie doublé. 

Mais en voilA assez sur Ie cas singulier du module égal a une puis- 
sance de a ; il f’aut voir maintenant ce qui regarde les équalions bi- 
nömes rapportées a des modules composés. 

Articu: VUL 

De IVquation binótnt' x* — i — nip//rirt& a an modale enmpnté N. 

-H. Soit N= A a .B*.C*... ; A, B, C,... étant des nombres premiers ab- 
solument; si n est le nombre qui marqué combien il y a de nombres 
r, e , e', inférieurs et premiers a N, on aura l’équation 

X" - I = on. (Ni, 

qui admettra n racines i , -e, e', e",... et qui n’en aura pas davantage. 

Mais x étant premier a N, est aussi premier a chacun des facteurs 
A“, B*, C c , . . . de ce nombre composé N; on aura donc aussi 

x* — i = on. x c — \ - on ;rt* , x> — t = on^c*),..., 

a, ê, •/,... étant les nombres qui marquent combien il y a de nombres 
inférieurs et premiers aux facteurs respectife A“, R\ Ör, soit m le 

plus petit nombre divisiblea la fois par a, ë, ; il résulte deséqua- 
lions précédentes qu’on aura aussi 

z” — i = on (A a ), x” — i = on. (B*), x™ — i -t- on(c*),..., 

c’est-A-dire que le binóme x™ — i sera divisible a la fois par les fac- . 
teurs A", B‘, C c , .. et par conséquent divisible par leur produit N, 
puisque ces facteurs sont premiers entre eux. On aura donc, pour une 
valeur quelconque de x, . 


x 
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Maii* Ie plus petit nombre m qui soit divisible ü la lois par a, S, 
est toiijours moindre que le profluit aëy .... si ces nombres ne sont pas 
premiers entre eux ; or, excepté !e cas oü N serait simplenieiit une puis- 
sance A" tl’un notnbre premier A, ou Ie doublé de rette puissance, les 
nombres 

* - A-' (A - i ), g = B*- 1 (B - i), y = Cf~* (C - i 

ne sont jamais premiers entre eux , puisqu'ils ont au moins le cotnmun 
«liviseur a; on a donc nécessairement le nombre m < n. 

Donc un nombre quelconque x, premier a N, étant élevé aux puis- 
sances successives i , a. 3, amenera toiijours l’unilé pour residu . 
avant qu’on arrivé a la puissance n : clonc il n’y a pas de nombres x 
dont les puissances successives x, x‘ , x’, x\... puissent former tous 
les nombres inférieurs et premiers a N; et par conséquent le nombre 
composé N, on, pour mieux dire, 1’équation 
x" - i = at(W), 

ne peut avoirce qu’on appelle des rdcincs prinutives. 

♦2. Quand le nombre N est une puissance A“ d’un nombre premier, 
ou le doublé -iA" de cette puissance, cette conclusion n’a plus lieu : 
car on a alors 

n — K“~' (A — i) = o.. 

et le plus petit nombre m divisible par a est t lui-raème; ainsi l’on a 

m = n, 

e.t il n’est plus prouvéque, dans ce cas, l'équation 
.r" — i = .til ( N ) 

ue puisse avoir des’racines primitives : et, en effet, on a démontré ci- 
dessus que cette équation a toujours de telles racines. 

♦5. Quant ii la résolution de l’équation 
- x" — i = ,Tti N 

oü N est de la fornie A‘ , B*C e ...), ou, en général , de l’équation 
x" - i = N. 
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(lont Ie degré D est un diviseur de 

A«-'.B*- 4 .C*- , ...(A - i)(B - i)(C- i)..., 

elle n’ofTre pas non plus de. difficulté , d'après ce qui a été dit pré- 
cédemment sur la résolution des équations binömes rapportées a un 
module de la forme A“ : car chaque racinede la proposée doit satisfaire 
aux équations simples 

,r" — i = .TtiA", x" — i = on. B\ ar” - i = an. C,.... 

Soient donc X les racinesde la preiniere, p celles de la seconde, v celles 
de la troisième, etc.; chaque racine x de la proposée est donc a la fois 
des formes snivantes 

}.+y\“, p -+■ t'B*, v+j'C', etc. 

Cherchez donc les valeurs de y et y' pour que les deux racines 

). •+• yA" et p -i-^'B* 

soient la mème, et vous aurez , par 1’équation du premier degré 
X -t- ƒ A“ = p ■+-/■' B\ 
une racine p' qui satisfera a 

i”-i= 3Tt(A ,, .B‘), 
et par conséquent sera de la forme . 

p' + z.A'.B*. 

Déterminez maintenant z et y’ pour que les deux racines 
p' -+- z.A“.B* et v +y”.C' 

soient la mème, ce qui se fera par 1'équation du premier degré 
p' + z.A"B* = v +y".C% 

et vous aurez une nouvelle racine qui satisfera a 1’équation 
x" - i = 3H,('A‘ , .B*.C e ); 

et ainsi de suite. 

ntMUMfcBIK TIK ItACHKlIFIt , 

ru e du Jtirdinni , ia. * . » 
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